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EL PROBLEMA DE LAS OCHO REINAS

Juan Pablo Hernandez Rodas *
jphernand@unal.edu.co

1. Resumen.

El problema de las 8 reinas consiste en encontrar todas las
posibles formas en que se pueden ubicar 8 reinas en un table-
ro de ajedrez sin que se coman entre ellas.

Este problema fue propuesto por un ajedrecista aleméan llama-
do Max Bezzel en 1848, y llam¢ la atencién de muchos ma-
tematicos entre ellos Carl Friedrich Gauss, quienes trabajaron
en la solucién de este problema como en su generalizacién a
un tablero de n x n casillas.

La idea de la solucién que vamos a presentar, utiliza herra-
mientas del dlgebra conmutativa y del dlgebra computacional.
Vamos a asignarle una variable a cada casilla del tablero pa-
ra luego considerar el anillo de polinomios en estas variables.
En este anillo construiremos un ideal monomial de tal ma-
nera que el cociente de nuestro anillo por este ideal, tiene la
propiedad de que la dimensién como espacio vectorial de su
componente homogénea de grado 8, es precisamente el niime-
ro de configuraciones de ocho reinas en el tablero de ajedrez
que no se comen entre ellas.

2. Algunos preliminares.

Para el planteamiento y la solucién del problema de las
ocho reinas que mostraremos mds adelante, es necesario
mencionar algunos hechos bdasicos sobre el anillo de polino-
mios y en general sobre anillos graduados.

Sea K un cuerpo y consideremos el anillo K[xi,...,x,]
de polinomios en n-variables con coeficientes en K. Este
anillo tiene muchas propiedades importantes, por ejemplo es
un dominio de factorizacién unica, es Noetheriano, es decir,
todos sus ideales son finitamente generados, es un anillo
graduado, entre otras.

Definicién 1. Dado el anillo de polinomios R = K|[xi,...,x,],
definimos un monomio en R como un elemento de la forma

x| x5+ -xin donde r; > O paratodo i = 1,2,...,n.
El anillo de polinomios R = K[xi,...,x,] es un K-espacio

vectorial de dimensién infinita que tiene como base a .#, don-
de .# denota el conjunto de todos los monomios en el anillo
R.

Definiciéon 2. Dado un monomio m € .#, digamos m =

“Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad Nacional de Co-
lombia, sede Manizales

X1 x5? - x%, definimos el grado de m como deg(m) = oy +
o+ Ol

Una clase especial de anillos son los anillos graduados.
Los anillos graduados son una generalizacion del anillo de
polinomios en el siguiente sentido. En el anillo de polinomios
R = K|[xi,...,x,] el grado asignado a cada monomio, permi-
te escribir R = ®7” (R;, donde R; es un grupo abeliano que es
generado por todos los monomios de grado i como K-espacio
vectorial y R;R; C R;1 ;. En general se tiene la siguiente defi-
nicién de anillo graduado.

Definicién 3. Un anillo R es un anillo graduado, si

donde cada R; es un grupo abeliano y R;R; C R; j, es decir, si
X € R; y z € Rj entonces xz € R;y ;.

La definicién de un anillo graduado se puede hacer sobre
cualquier monoide, sin embargo para nuestros intereses, la
graduacidn siempre se hard sobre el conjunto de enteros no
negativos {0,1,2,...}.

Note que de la definicién anterior se sigue que Ry es un
subanillo de R, ya que si x,z € Ry entonces xz € Ry. Ademas,
cada R; es un Ry-médulo.

Proposicion 1. Considere el anillo de polinomios en n-
variables, R=K|xy,...,x,]. Sabemos que R = @iy R;, donde
R; es el K-espacio vectorial generado por todos los monomios
de grado i.

Cada R; es un K-espacio vectorial de dimension finita, cuya
base es el conjunto de todos los monomios de grado i. Mds

aun,
. n+i—1
dlm]((R,') = ( n—1 >

en otras palabras, el niimero de monomios en n variables de

grado i estd dado por (n,jfll)

Demostracion. Una manera de probar esto es la siguiente.
Considere n+i— 1 espacios en blanco _ _ _ ... _ _y ubique
n— 1 puntos entre esos espacios

@ __ 0 _...0, > _ __0, | ___

Claramente después de ubicar estos n — 1 puntos nos quedan
i espacios vacios. Llene los espacios vacios de la siguiente
forma: a la izquierdad del punto e; llene los espacios con la
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variable x, luego entre el punto e; y el punto e, llene los
espacios con la variable x,. Continue de esta forma, es decir,
entre los puntos e;_1 y e; llene los espacios con la variable x;.
Al final, los espacios que sobren a la derecha del dltimo pun-
to e,_; llénelos con la variable x,. Por ejemplo en el dibujo
anterior al seguir este procedimiento obtenemos
X1 X1 X191 X2 X2€2 X3 ... ﬁx,kl Xn—1 Xn—1 ﬂxn Xn Xn-
Note que con este procedimiento siempre se obtiene al final
un monomio de grado i. Veamos que de esta forma se obtienen
todos los posibles monomios de grado i. En efecto, considere-
M x32 ... x% Tomemos n+i— 1 espacios

mOoS Un monomio x; ' x,
enblanco ___ ... y ubiquemos #n — 1 puntos de la
1

23 nti—2nt+i-1
siguiente manera: coloque el primer punto en la casilla ¢t; + 1,
de esta forma vamos a tener la variable x; en las ; casillas
que estan a la izquierda de este punto, es decir,
X1 X1 ... X1 9
Luego ubique el punto e, en la casilla a; + 0p +2 y de esta
forma vamos a tener o, veces la variable x; en las casillas que
estan entre los puntos e y e,.
X1 X1

.o X] @1 X2 X2 ... XD @) ..

En general, ubique el punto e; en la casilla oy + o +--- +

o+ j. Como el punto e;_; estd ubicado en la casilla o +

0 +---+0oj_1+ j— 1 se sigue que entre los puntos ®;_; y e;

hay a; casillas que corresponden a las que serdn llenadas con

la variable x;. Al final obtenemos algo de la forma

X1X]"*X] ®] XoXp--Xp @) -+
o o

®, 2 Xpn—1Xpn—1 ' Xp—1 Op—1 ***

n—1

Note que a la derecha del dltimo punto e,_; hay precisamente
o, espacios en blanco, ya que comenzamos con n+i— 1 es-
pacios en blanco y hemos llenado a; +--- + ®,—1 +n— 1 es-
pacios, luego nos quedann+i—1— (o +---+ 01 +n—1)
espacios, es decir, n+ 0y +---+ Q1+ 0, — L — (ay +- -+
0,—1+n—1) = a, espacios, que los llenamos con la variable
X,. Por lo tanto tenemos

xlxl'o; X1 @] - @D xn—lxn—lo; Xn—1 On—1 XpXp' - Xp
1

n—1 n

. o Oy —
que corresponde al monomio x;" ---x, "' x%.
Claramente cada ubicacién de los n — 1 puntos determina
un Unico monomio, por lo tanto podemos concluir que hay

("::1) monomios de grado i en n variables. O

Ejercicio 1. Demuestre que el nimero de monomios en el
anillo de polinomios R = K[xy,...,x,] de grado menor o igual

a k estd dado por (").

En general al estudiar la estructura algebraica de anillos,
los ideales permiten construir por medio de cocientes, nuevos
objetos con la misma estructura algebraica. En el caso de
anillos graduados, los subconjuntos que al hacer cociente por
ellos producen nuevamente anillos graduados son los ideales

homogéneos.

Recordemos que en general, dado un anillo conmutativo R,
decimos que un subconjunto / C R es un ideal, si (I,+) es un
subgrupo abeliano de (R,+) y si ademds para todo r € R y
para todo x € [ se tiene que rx € I.

Observacion 1. Sea R = @ R; un anillo graduado. A los
elementos de R; los llamaremos elementos homogéneos de
grado i.

Definicion 4. Dado un anillo graduado R = ;- R;, decimos
que un ideal 7 de R es homogéneo, si dado f = fo+ f1 +
-+ fu €R, con f; € R; para todo j = 0,1,...,n, se tiene
que f €Isiysolosi f; €1 paratodo j=0,1,...,n, en otras
palabras, cada que un elemento de R estd en I es porque todas
sus componentes homogéneas también lo estan.

Observacion 2. De la definicion anterior se sigue que si un
ideal I C R es homogéneo entonces [ es graduado, y su gra-
duacién estd dada por

I=EINR;.
j=0
En el caso del anillo de polinomios R = K[xp,...,x,], como

este anillo es Noetheriano, es decir, todos sus ideales son fi-
nitamente generados, entonces se puede probar que un ideal
I es homogenéo si y solo si es generado por elementos ho-
mogéneos.

Ejemplo 1. Consideremos el anillo R = K[x,y,z]. De la ob-
servacion anterior tenemos por ejemplo que el ideal = (x* +
yZ,X—y,2> — x*y) es un ideal homogéneo.

En general, dado un anillo conmutativo R y un ideal / C
R, podemos construir el anillo cociente R/I. En el caso de
anillos graduados, al tener un anillo graduado R y un ideal 1
de R, el cociente R/I no necesariamente resulta ser un anillo
graduado. Sin embargo, cuando el ideal I es homogéneo, el
anillo resultante R/I tiene una graduacion.

Teorema 1. Sea R = @2y R; un anillo graduado y sea I C
R un ideal homogéneo. Entonces R/I es un anillo graduado,
mds aun,

oo

R/I=EP(I+R))/I.

j=0

Demostracion. Como I es un subgrupo del grupo abeliano
I+ Rj, entonces el cociente (/+R;)/I es un grupo abeliano.
Por otro lado, como R/I es un anillo e / + R; C R para todo
i > 0, entonces la multiplicacién de R/I induce una multi-
plicacion entre (I+R;)/I e (I+ Ry)/I. Si consideramos X €
(I+R;)/1'yze (I+Ry)/I, tomando representantes tenemos
x=y+rjyz=w+r,dondey,wel, rj €R;y r; € Ri. Luego
xz=(y+rj))w+r)=yw+riw+ry-+rjre € I+Rj . Esto
muestra entonces que X-Z € (I+Rj4x)/1.

Solo nos resta ver que R/I = @7_¢(I +R;)/I. En efecto, to-
memos X € R/I. Al tomar un representante r € R, es decir,
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X =T7tenemos que x —r € I. Digamos que x = xo+x1 4+ - +x,
yr=ro+ri+-+ryluegox—r=(xo—ro)+ (x; —r;)+
-+« + (x, — ry) donde x; — r; es la componente homogénea de
grado i del elemento x — r. Como x —r € [ y ademads / es un
ideal homogéneo, tenemos entonces que x; — r; € I para todo
J =20, por lo tanto x; —r; = ¢; donde ¢; € I. Esto nos per-
mite escribir x = (to +ro) + (1 +71) + -+ + (t, + r,) donde
tj+rj € I+R;. Al tomar clase médulo / a ambos lados, obte-
nemos

X=(to+ro)+ (t1+r1)
= (to+ro)+ (11 +r)

(tn+rn)+"'
(tn+rn)+"'

Finalmente, si (to+ro) + (t1+7r) + - + (ta+ry) =

(lo+ fo)+ (L + f1) + -+ (I, + f,) entonces
(ro—fo)+(ri—fi)+-+(ra—fa) €1,

y como / es un ideal homogéneo entonces r; — f; € I para
todo j > 0. De aqui podemos concluir que #; + r; = [; + f; para
todo i > 0. O

Observacion 3. Consideremos el anillo de polinomios R =
Klxi,... %)

= Sea I un ideal monomial de R, es decir, un ideal gene-
rado por monomios, I = (my,...,my) donde my,... my
son monomios. Note que en particular / es un ideal ho-
mogéneo ya que es generado por monomios y en parti-
cular un monomio es un elemento homogéneo.
Por el teorema anterior, R/I es un anillo graduado.

= R/I es un K-espacio vectorial generado por la clase de
todos los monomios de R que no pertenecen a /, es decir,
% = {m : m monomio,m ¢ I} es una base para el K-
espacio vectorial R/I.

= Sea I un ideal homogéneo de R. Ya sabemos que R/I es
un anillo graduado, pero en este caso podemos decir atin
mds, y es que la graduacién de R/I se puede dar como

=)

R/1=(D(R/I);

J=0

donde (R/I); es el K-espacio vectorial generado por to-
das las clases de equivalencia de ménomios en R de gra-
do j que no pertenecen a /.

= De 4lgebra lineal podemos concluir entonces que una
base para el K-espacio vectorial R/I se puede construir
uniendo las bases de cada una de sus componentes ho-
mogéneas (R/I);.

3. Solucion al problema de las ocho
reinas.
Supongamos que tenemos un tablero de ajedrez ubicado

en el plano cartesiano de tal manera que los vértices infe-
riores derechos de cada casilla corresponden a los puntos

coordenados (i, j) con i,j =1,...,8, y la casilla con vértice
inferior derecho (i, j) estd rotulada con la variable x;;, como
se puede ver en la siguiente figura.

RIE X28 X3g X48 X58 X68 X78 REH]
X17 X27 X37 Xa7 Xs57 X67 X737 X7
X16 X26 X36 X46 Xs6 X66 X76 X86
X15 X2s5 X35 X45 Xs5 X635 X735 X85
X14 X24 X34 Xa4 Xs4 X6d X74 X84
X13 X23 X33 X43 X53 X63 X73 X83
X12 X22 X32 X42 Xs52 X62 X72 X832
X11 X21 x3] X41 X51 X61 X71 X81

(0.0)

Figura 1: Tablero de ajedrez rotulado con las variables
Xi1,...,xss, donde la casilla con vértice inferior derecho (i, /)
estd marcada con la variables x;;.

Consideremos el anillo de polinomios en estas 64 varia-
bles, es decir, R = Q[xn gee ey X8y ey X118y -+ ,ng].
Notemos que a cada configuracion de 8 reinas en este tablero,
le podemos asociar un monomio de grado 8 del anillo de
polinomios R, simplemente multiplicando todas las variables
correspondientes a las ubicaciones de las reinas.
En la figura 2 se puede observar un ejemplo de una confi-
guracién de ocho reinas en un tablero de ajedrez que no se
comen entre ellas, junto con su monimio asociado.

Como el anillo R es conmutativo, no importa el orden
en que se multipliquen las variables.

Por comodidad, vamos a permitir que varias reinas estén en
una misma casilla, y en este caso consideraremos que las
reinas se comen entre ellas. Esto no afecta la solucién del
problema, ya que lo que pretendemos es encontrar todas las
configuraciones buenas, en las cuales no puede ocurrir que
mads de una reina esté en una misma casilla.

Lo que vamos a hacer a continuacién, es construir un
ideal que contenga todos los monomios que correspondan a
configuraciones malas, es decir, que correspondan a 8 reinas
ubicadas en el tablero, donde por lo menos dos de ellas se
comen.

Dos reinas se comen entre ellas si y solo si estdn en una
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X18 X28 X38 Xs8 X68 X78 X88 X18 X28 X38 X48 X58 X68 K78 X88
X17 X237 X37 X47 X57 X67 xg7 X17 X27 X37 X47 x57 X67 X77 Xg7
X16 X26 X46 Xs56 X66 X76 Xg6 X16 X26 X36 X46 X560 Xo6 X706 A86
X15| X25| X3s| Xxas| xss| Xes| x7s B e B B a1 Xgs
X14 X34 X44 X54 Xo4 X74 X84 X14 X24 X34 X44 X54 X64 x74 Xg4
X13 X23 X33 X43 X63 X73 Xg3 X13 X23 X33 X43 X53 X63 x73 xXg83

A22| X3z | Xaz | Xs2 | Xez | A72 ) B2 X12 | Xxa2| x| Xi2| xs2| Xex| X72| Xs2
A T I B B AN I x| x| | xs| xsi| Xe1| fm| s

(0,0) 0%0)

Figura 2: Configuracion de ocho reinas que no se comen entre
ellas, con monomio asociado Xx{2X24X36X48X53X61X77Xg5. LLOS
puntos verdes representan a las reinas.

misma casilla, en una misma fila, en una misma columna o
en una misma diagonal.

En la figura 3 se puede ver un ejemplo de un tablero de
ajedrez con una reina ubicada en una posicién especifica,
junto con todas las lineas que representan todos los otros
cuadros del tablero donde al ubicar otra reina, esta se comen
con la reina dada.

Comencemos identificando todos los monomios de grado

dos que corresponden a dos reinas en el tablero que se comen
entre ellas.
Para esto, fijemos una reina en la casilla correspondiente a la
variable x;;, 1 <1i,j < 8. Una manera de encontrar todas las
variables xy; tales que al ubicar una reina en la casilla marcada
con la variable x;, esta reina se coma con la reina ubicada en
la casilla marcada con la variable x;;, es parametrizando las si-
guientes rectas: la recta vertical que pasa por el punto (i, j), la
recta horizontal que pasa por el punto (i, j) y las rectas diago-
nales con pendientes 1 y —1 que pasan por (i, j). En la figura
4 se puede observar la grafica y las ecuaciones de estas cuatro
rectas.

Todas las configuraciones de 2 reinas en el tablero con una
de ellas en la posicion (i, j) que se comen entre ellas, corres-
ponden a los siguientes monomios de grado 2:

XijXik 1<k<8,
XijXk j 1 Skﬁg,
XijXk(h—ivy) max{l,1+i—j} <k <min{8,8+i— j},

XijXp(ivj—k) Mmax{l,i+j—8} <k <min{8,i+j—1}.

Figura 3: Tablero de ajedrez con una reina ubicada en la casi-
1la marcada con la variable x75, donde los cuadros tocados por
las lineas verdes correspoden a todas las posiciones donde no
es posible ubicar otra reina sin que se coma con la reina dada.

Para cada 1 < i, j < 8, definamos A;; como la unién de los
siguientes cuatro conjuntos:

{xijxie + 1 <k <8},
{xijxej + 1<k <8},
XX k—igjy + max{1,14+i—j} <k <min{8,8+i—j}},
XX jory - max{1,i+j—8} <k <min{8,i+j—1}}.

Consideremos el ideal

I:

U 4
1<i,j<8
Notemos que este ideal es monomial, ya que es generado por
monomios, por lo tanto es homogéneo, y entonces R/I es un
anillo graduado.
Por otro lado, note que un monomio de grado 8 corresponde
a una solucidn del problema, es decir, a una configuracién de
8 reinas que no se comen entre ellas, si y solo si, dicho mo-
nomio no pertenece al ideal /. Esto ya que si un monomio m
de grado 8 pertenece a I, entonces es divisible por uno de los
generadores de I, lo que implica que el monomio tiene dos
variables que corresponden a posiciones de reinas que se co-
men. Reciprocamente, si m no pertence a I, entonces ningtn
par de variables que aparecen en el monomio m pueden ser
elementos del conjunto de generadores de I, y esto significa
precisamente que las 8 reinas ubicadas en las posiciones co-
rrespondientes a las variables del monomio m, no se comen
entre ellas.
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Figura 4: Gréfica de las cuatro rectas que codifican las posi-
ciones del tablero que corresponden a reinas que se comen
con la reina ubicada en la casilla marcada con la variable x;;.

Ejercicio 2. Sabemos que R/I es un Q-espacio vectorial. De-
muestre que en este caso R/ tiene dimensidn finita como Q-
espacio vectorial y que ademds su graduacidn es finita, mas
adn,

R/T=R/Do® (R/1)1 ®--- & (R/)s.

De lo anterior tenemos entonces que los monomios de R
de grado 8 que no estan en /, son precisamente los de una ba-
se del Q-espacio vectorial (R/I)s, por lo tanto la dimension
como Q-espacio vectorial de (R/I)g nos da el nimero de con-
figuraciones distintas de 8 reinas en un tablero de ajedrez que
no se comen entre ellas. Mds atdn, si computamos una base
para (R/I)g, obtenemos dichas configuraciones.

Computo de dimg(R/I)g usando Ma-
caulay2.

1. L=()
crea una secuencia vacia.

2. for i from 1 to 8 do for j from 1 to 8 do
L=append(L,x_{i,j})
crea la secuencia con las 64 variables, una por cada casi-
lla del tablero de ajedrez.

3. R=QQI[L]
crea el anillo de polinomios con coeficientes en Q en las
64 variables anteriores.

4. H=()

crea una secuencia vacia.

5. forifrom 1 to 8 do for j from 1 to 8 do for k from 1 to 8
do H=append(H,x_{i,j} *x_{i.,k}).

6. forifrom 1 to 8 do for j from 1 to 8 do for k from 1 to 8
do H=append(H,x_{i,j }*x_{k,j}).

7. for i from 1 to 8 do for j from 1 to 8 do
for k from max{l,1+i-j} to min{8,8+i-j} do
H=append(H,x_{i,j } *x_{kk-i+j}).

8 for i from 1 to 8 do for j from 1 to 8 do
for k from max{l,i+j-8} to min{8,i+j-1} do
H=append(H,x_{i,j } *x_{k,i+j-k}).

Los tltimos cuatro pasos producen la secuencia de
generadores del ideal /.

9. I=ideal H
produce el ideal 1.

10. s=hilbertSeries I
produce la serie de Hilbert del anillo cociente R/I como
un cociente de polinomios.

11. reduceHilbert s
produce la serie de Hilbert del anillo R/I.

Al realizar los pasos anteriores en Macaulay2, finalmente
el comando reduceHilbert s produce el polinomio

p(T) =1+ 64T + 12887 + 1032073 + 345687+
+46736T° +22708T% +3192T7 + 9278,

donde el coeficiente que acompaiia a la potencia T es la di-
mensién de (R/I)g como Q-espacio vectorial.

De esta manera concluimos que existen 92 maneras distintas
de ubicar 8 reinas en un tablero de ajedrez sin que se coman
entre ellas.

Observacion 4. En el polinomio obtenido en el algoritmo an-
terior, notemos que los coeficientes de cada potencia 77 con
1 <i < 8 nos indican de cuantas maneras se pueden ubicar i
reinas en un tablero de ajedrez sin que se coman entre ellas.
Por ejemplo, como el coeficiente de T7 es 3192, esto nos di-
ce que existen 3192 formas distintas de ubicar 7 reinas en un
tablero de ajedrez sin que se coman entre ellas.

Generalizacion del problema.

Notemos que en el procedimiento anterior, no importd
realmente el tamafo del tablero ni el nimero de reinas. Por
lo tanto, dado un tablero n X n, podemos usar el mismo
procedimiento para entontrar de cudntas maneras se pueden
ubicar m reinas sin que se coman entre ellas.

El procedimento seria entonces construir el anillo de po-
linomios en n? variables, definir el ideal I generado por
todos los productos de dos variables que correspondan a
posiciones donde las reinas se coman, luego considerar el
anillo graduado R/I, y finalmente computar la dimensién de
(R/I);, como Q-espacio vectorial, lo que nos darfa como
resultado el nimero de formas distintas en que es posible
ubicar m reinas en el tablero n X n sin que se coman entre ellas.

Finalmente, observe que tampoco es importante que el
tablero sea cuadrado, por lo tanto se puede plantear el mismo
problema y solucionarlo de la misma manera, para un tablero
de tamafio m X n.
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1. Resumen.

En este escrito presentamos brevemente una monografia
de la cicloide: su origen, denominacién e interpretacién co-
mo solucién a diferentes problemas planteados por grandes
personajes a través de la historia de las matematicas.

2. Introduccion.

El presente escrito fue motivado por simple curiosidad so-
bre el origen de la curva “conocida” como cicloide. A través
de mi breve paso por las matematicas me ha resultado pertur-
bador encontrarme esta curva en varios contextos, con pro-
piedades sorpresivamente elegantes y una historia singular.
La cicloide ha sido descubierta algunos siglos atras, estan-
do incluso en la naturaleza misma como lo menciona Johann
Bernoulli. Fue en el siglo XVII cuando esta curva se mani-
festd por primera vez en los diversos estudios de grandes per-
sonajes en la historia de la ciencia (B. Pascal, C. Huygens,
G. Galilei, G. Leibniz, Johann Bernoulli, G. L’Hopital, Jakob
Bernoulli, I. Newton, L. Euler, J-L Lagrange, entre otros). En
aquellos tiempos, sin exclusién actual, muchos de los proble-
mas de estudio eran bdsicamente sucesos o fendmenos que
se presentaban en el “mundo real” e incluso que se podian
comprobar experimentalmente. Por esta razén, no es que se
estudiara la cicloide como tal, sino que ésta surgié mas bien
como respuesta natural a distintos problemas planteados. Para
entender la aparicién de la cicloide en diversos contextos, el
escrito se estructura de la siguiente manera: en la secciéon 2
presento la cicloide y algunas de las propiedades intrinsecas
de la curva utilizando herramientas actualmente bien cono-
cidas, como el célculo diferencial e integral.1 En la seccion
3 abordamos el problema de la tautécrona planteado por C.
Huygens y tratamos de justificar su resultado, el cual obtuvo
experimentalmente. Finalmente, en la seccion 4 estudiamos
el reto de la braquistécrona plateado por J. Bernoulli, lanza-
do a la comunidad cientifica europea de aquellos tiempos, y
esbozamos la solucion presentada por él mismo.

“Departamento de Ciencias Bésicas, Tecnolgico Nacional de México /
I.T. de Oaxaca

'Recordemos que en el siglo XVII, el cilculo aiin se encontraba en una
etapa prematura y desconocida para muchos de los personajes de la época.

3. Cicloide.

En matemadticas, entendemos por cicloide a la curva des-
crita por un punto de la circunferencia, cuando ésta rueda sin
resbalar sobre una recta.

0 27a X

Figura 1: Cicloide generada por una circunferencia rodando
sobre el eje x.

El origen de esta curva es incierto. Los historiadores de la
matematica atribuyen a diferentes personajes del siglo XVI
su descubrimiento e incluso se citan documentos que sugie-
ren que la curva probablemente era conocida en la antigiiedad.
Sin embargo, dada la incertidumbre se han genenerado gran-
des disputas por el titulo, por esta razén la cicloide es conoci-
da como La Helena de los gedmetras, aunque al parecer fue
hasta finales del siglo XVI en que Galileo acuiio el término ci-
cloide y fue el primero en hacer estudios rigurosos de la curva
[THM94, WEA43].

Si la cicloide se genera mediante una circunferencia de ra-
dio a que se apoya sobre el eje x en el origen, su representa-
cién en forma paramétrica esta dada por:

x(0) =a(6 —sinH), y(6) =a(l —cosh), a>0,

donde O es el parametro correspondiente al d&ngulo de giro del
circulo rodante.

z = a(f —sinfh)
y = a(l — cosf)

2ra

Figura 2: Parametrizacién de la cicloide.

La Figura 2 muestra el primer arco de la cicloide para un
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circulo de radio a. Para un dngulo 0 fijo, el centro de la circun-
ferencia estd en en el punto (x,y) = (a0,a), las intersecciones
con el eje x ocurren en los puntos donde

y(0) =a(l —cos0) =0,

es decir, cuando 0 es un multiplo entero de 27. Podemos ob-
tener la forma paramétrica de la cicloide en coordenadas car-
tesianas despejando el pardmetro 6 en y y sustituyendo en x:

X = aarccos (1 - X) —/2ay —y?.
a

Observe que esta férmula s6lo es vdlida para y € [0,2a] y nos
da la mitad del primer arco de la cicloide. En este caso, tene-
mos x = f(y). ;Puede usted obtener y = g(x)?

El 4rea limitada por el primer arco de la cicloide y el eje x

es
21a 27
[ vax= [ s(o)(e)ae.
0 Jo
2n
:/ a*(1—cos0)de,
0

2
= a2/ (1—2cos 8 +cos>0)d6,
0

2

0 sen26

2

= 6-2 0+ — ) s
a ( sen 0 + 2 +

= 37a’.

Ast el drea bajo el primer arco la cicloide es tres veces la del
circulo giratorio (ma®).?

Ay = Area region 2

Ay = Area region 1 As = Area region 3

Figura 3: A| = Ar = A3 = ma’.

Por otro lado, como

[¥'(6)]* = [a(1 —cos0)]> = a*(1 —2cos O +cos 6),
[y'(G)]2 = [asin 9]2 =a’sin’ 6,

2Hacia 1632, Roberval(1602-1675) habia obtenido un método similar al
método de los indivisibles de Cavalieri. Roberval ocupé desde 1632 hasta su
muerte una catedra en el Collége Royal de Paris y al parecer prefirié no hacer
publicos su métodos para conservar dicha cétedra. Por esta razon, se vio en-
vuelto en diversas polémicas relacionadas con la autoria de varios resultados
matematicos. En particular, en 1634, logré calcular el drea encerrada por un
arco de cicloide usando su método de indivisibles, hallando que, en efecto, el
drea encerrada por un arco de cicloide era igual al triple del drea del circulo
que genera la cicloide. La no publicacién de estos resultados le involucraria
posteriormente en una desagradable disputa con Evangelista Torricelli (1608-
1647), [HC86].

la longitud de arco de la cicloide parametrizada hasta 0 =
oes

s:/oa \/[x'(e)]2+[yf(e)]2de:/Oa,/zaZ(pcose)de.

Ahora usando la identidad trigonométrica

Gin2s — 1 —cos2t
=—F
cont = /2 tenemos que
1 —cos@
sin2(0/2) = %

Asf, de la dltima integral resulta

s= [M @R+ e,
) a/Oa \/sin2(6/2)d6,
- Za/oa|sin(9/2)|d6,

o
:2a/ sin(6,/2)d6,
0

sin(0/2) > 0,0 € [0,27],

=2a[-2cos(6/2)] ‘:7
=4a(1—cos(a/2)),
=8 asen(a/4).

Entonces, la longitud del primer arco de la cicloide (a = 27),
es 8a. Asi resulta que la longitud del primer arco de la ci-
cloide es 8 veces el radio (0 4 veces el didmetro) del circulo
giratorio.’

El area de la superficie que se forma al hacer girar el primer

3En 1637, ala temprana edad de 14 afios, el joven Blaise Pascal comienza
a asistir con asiduidad a las reuniones organizadas por Mersenne en Paris.
Tras obtener nuevos resultados relacionados con la curva cicloide, Pascal de-
cide plantear un reto, en el que se debian responder cuestiones relacionadas
con el centro de gravedad de la region plana encerrada por la cicloide, asi
como con el volumen y drea lateral de los sélidos obtenidos por revolucién
de dicha curva respecto a un eje. La resolucién definitiva de las cuestiones
planteadas por Pascal tuvieron que esperar a la aparicién de la obra Histoire
de la roulette, publicada por el propio Pascal a finales de ese ano.

Una vez cerrado el plazo de presentacion de propuestas al concurso con-
vocado por Pascal, el arquitecto inglés Christopher Wren (1632-1723) comu-
nicarfa a Pascal un novedoso resultado sobre la cicloide. Wren habia logrado
la rectificacion de la cicloide, hallando que la longitud de un arco de cicloide
era igual a cuatro veces el didmetro de la circunferencia que genera la curva.
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arco de la cicloide alrededor del eje x estd dado por

2ma 2
A:/ 27ry1/1+(dy) dx,
Jo dx

= [Tam@)/iv@)F +Iv(0)d0,

2
:2717/ a(l—cos@)-2asengd6,
0
2n 0
:Sazn/ sen® —d#,
0 2
T
=16d’m / sin® udu,
0

T
= 16a37r/ (1 — cos® u) senudu,
0

T

1
= 16ar <cosu + = cos? u>
3 0

64
= ? 7[612 .

Cuando se estudia una curva plana existen diversas maneras
de definir otras asociadas a ella, tal como la evoluta e involu-
ta, las cuales surgen en aplicaciones de manera natural. Para
nuestros fines, aqui sélo estudiamos la evoluta.

Sea ¢ : I — R?, ¢t~ (x(t),y(t)) una curva sin puntos de
inflexién (es decir, puntos donde los valores de una funcidén
continua en x pasan de un tipo de concavidad a otra). Se define
la evoluta o de ¢ como la curva con representacion

1
0x(1) = (1) + ml0)
donde n(z) es el vector normal ala curva o(f) y ¢ € I.

Para cada fy € I la circunferencia osculatriz (la mejor apro-
ximacién a la curva en un punto por circunferencias) a la cur-
va o (fp) tiene centro og(fy) y radio p = 1/x(#y) llamado radio
de curvatura (el radio del arco circular que mejor aproxima la
curva en dicho punto), donde x(y) es la curvatura (medida
de qué tanto se desvia la curva de una linea recta) en el punto
o (tp). Las curvas tienen la misma tangente en el punto de con-
tacto. Por lo tanto, la evoluta corresponde al lugar geométri-
co de los centros de curvatura o = (&,7) de o estdn dados
explicitamente por las expresiones

: :x_yxz+y2
i — i
i +y?
n=y+i——-.
Xy —yXx

Se puede demostrar, de manera sencilla, que para la elipse
o(t) = (acost,bsent) con t € [0,27], 0 < a < b se cumple
que

or(t)=(&,n) = <<a2;b2> cos’t, (bzgaz) sen3t) :

cont € [0,2x]. Una expresién implicita de esta curva estd da-
da por

bn

2/3 2/3
ag
%) (@)

por lo que la evoluta para la elipse es un astroide (asimétrico).
Retomando la curva de nuestro interés, tenemos que la evo-
luta de la cicloide esta descrita por los centros de curvatura

(€,m) donde

& =a(6+senH),
N =a(—1+cos0).
Observe que si tomamos ¢ = 6 — 7, entonces

& —am=a(¢p—sen),
N+2a=a(l —cos@).
Estas ecuaciones muestran que la evoluta de la cicloide es a

su vez una cicloide similar a la original simplemente trasla-
dada al punto (a9, —2a).

y

Cicloide

Figura 4: Primer arco de la cicloide y su evoluta.

4. Tautocrona.

Una tautécrona (isocréna) (del griego, tauto-mismo y
chrono- tiempo) es la curva para la cual el tiempo tomado por
un objeto, que desliza sin rozamiento y s6lo actuando la gra-
vedad, hasta llegar a su punto mds bajo es independiente de
su punto de partida.

En 1658, el astrénomo, fisico y matemdtico holandés
Christiaan Huygens (1629-1695) trataba de mejorar el disefio
de los relojes de péndulo, cuando inspirado por el reto de Pas-
cal, estudia el periodo de un péndulo forzado a seguir una
trayectoria cicloidal, descubriendo que éstos son isécronos.
Huygens descubre en base a consideraciones geométricas que
la curva cicloide invertida es una curva tautdcrona (isocrona).
El problema de la tuatdcrona, fue resuelto geométricamente
por Christiaan Huygens en 1659, aunque fue publicado hasta
1673 en su obra Horologium oscillatorium.

En una cicloide cuyo eje se eleva sobre la perpendicular y
cuyo vértice estd localizado en el fondo, el tiempo de descenso
en el cual un cuerpo llega al punto mds bajo, al vértice, des-
pués de haber partido desde cualquier punto de la cicloide,
es igual a cualquier otro.

Las ecuaciones de la cicloide y evoluta invertidas son:

x=a(6 —senb), & =a(0+senb),
{y:a(—1+0059)7 {nza(l—cose).
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Respectivamente. Si denotamos a P = (a(7 +senx),a(l —
cos)) = (am,2a) y M = (a(6 +senB),a(1 — cos 0)) puntos
sobre la evoluta invertida y N = (a(6 —sin0),a(—1+cos 0))

sobre la cicloide invertida, como en la Figura 5.

Evoluta invertida

Cicloide invertida

Figura 5: Cicloide invertida y evoluta invertida.

Observe que la distancia entre el punto M y N estd dada
por

MN| = /(& )+ (0 —3)2,
—\/Zasene (2a—2acos0)?,

=2v2aV/1 —cosé,
=4asen(6/2).

Mientras que la longitud de arco entre los puntos P y M es

Arco(PM) / \/ > do,
:/ \/(a—kacose)z—k(—asene)zde7
6
T
:/ \/2a2(1+cos )d6
6

:4a/ﬂcos(9/2)d9,
[Z]
=4a(1—sen(6/2)).

De donde obtenemos,

Arco(PM) + |[MN|= 4a. (1)

Por otro lado, si en la cicloide dejamos caer un objeto desde

el punto A hasta un punto B, como en la Figura 6, por la ley
de caida libre (ley de Galileo), llegard con una velocidad

v=1+/2gh donde h=yp—ys=a(cosf —cosar).

Figura 6: El objeto cae desde el punta A hasta el punto B.
Como

cos B = cos?(B/2) —sen?(B/2) =

cosa =2cos>(a/2) — 1,

2cos’(B/2) -1,

tenemos que

v=/2gh = 2/ga\/cos? (B /2) — cos?(at/2).

Usando que la velocidad es el desplazamiento entre el tiempo,

d
v*d;;, donde ds= (dx)er(d)’)detZZasin((x/z)da
Asi,
\/7 sen(a/2)
\/cos2(B/2) — cos?(a/2)

Por lo tanto, tenemos que el tiempo que le toma al objeto en
la caida por la cicloide desde el punto A al punto més bajo B

f/ \/0052 ;7; a/(zx))sz(a/2) de, u = cos(a/2),
\/7/605 B/2) 0052[2;72{) Vcos2(B/2) —u?’ (B =0, si A=(0,0)),
Vi s

i

= 2\/7 [arccos u]
g 0

a
=T,/ —.
8

2

Huygens fue el primero en descubrir esta propiedad (ex-
perimentalmente) en 1673 y en darle una aplicacién practica.
Huygens habia estudiado a fondo los relojes de péndulo y ob-
servé que cuando un reloj tiene una variacién en la amplitud
de la oscilacion del péndulo, entonces deja de contar el tiempo
correctamente [HC86]. Pero si la lenteja del péndulo se mo-
viese no en una circunferencia, como en el péndulo normal,
sino a lo largo de una cicloide, entonces aunque la amplitud
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de oscilacién fuera mayor o menor, el periédo del péndulo
seguiria siendo el mismo, como hemos visto en la ecuacién

Q).

Afios mas tarde, los mérodos infinitesimales de Leibniz
(1646-1716) ejercerian una profunda influencia en los ma-
tematicos europeos. En particular, su discipulo suizo Jakob
Bernoulli (1654-1705) publicaria en mayo de 1690 un trabajo
en la revista Acta Eruditorum donde establece la propiedad
tautdcrona de la cicloide haciendo uso del cdlculo diferencial
e integral. Jakob Bernoulli mostré que el problema de la curva
tautdcrona se reducia a la resolucién de una ecuacién diferen-
cial de primer orden. Los trabajos de Jakob en 1690 fueron
relevantes para la historia del célculo infinitesimal, la deno-
minacion integral surge por primera vez con su sentido actual
como proceso inverso a la diferenciacion.

5. Braquistécrona.

El problema de la braquistécrona (del griego brachis-
tos-mas corto, chronos-tiempo) fue propuesto por Johann
Bernoulli en Acta Eruditorum en Junio de 1696. La introdu-
cién del problema fue:

Yo, Johann Bernoulli, me dirijo a los matemdticos mds
brillantes del mundo. Nada es mds atractivo para las per-
sonas inteligentes que un problema honesto y desafiante,
cuya posible solucion otorgard fama y permanecerd como
un monumento duradero. Siguiendo el ejemplo de Pascal,
Fermat, etc., espero ganarme el agradecimiento de toda la
comunidad cientifica poniendo ante los mejores matemdticos
de nuestro tiempo un problema que pondrd a prueba sus
métodos y la fuerza de su intelecto. Si alguien me comunica la
solucion del problema propuesto, lo declararé piiblicamente
digno de elogio.

El enunciado del problema que Johann propuso fue: Dados
dos puntos* A y B en un plano vertical, ;cudl es la curva
trazada por un punto sobre el que actiia solo la gravedad,
que comienza en A y llega a B en el menor tiempo?

Al final, fueron Jakob Bernoulli (hermano de Johann),
Leibniz, Newton y L’Hopital las inicas personas que resol-
vieron correctamente el problema [THM94].

Presentamos aqui sélo la solucién de Johann, él divide
el plano en tiras suficientemente delgadas y asume que la
particula sigue una linea recta en cada tira.

4Sin pérdida de generalidad, el punto A debe estdr més arriba que B.

g
e

Figura 7: Dos puntos en diferentes tiras con sus respectivos
angulos asociados.

La trayectoria entonces son pedazos de lineas. El proble-
ma es determinar el dngulo de la linea (segmento) en cada tira.
Para hacer esto él recurri6 al principio de Fermat, el cual esta-
blece que la luz viaja de un punto a otro en el minimo tiempo
posible. También se sabe que la luz tiene velocidades distintas
en medios distintos.

V1

(%]

Entonces, si v es la velocidad en una tira con angulo o
respecto a la vertical y u la velocidad en la siguiente tira con
dngulo 3, de acuerdo a la ley de refraccién o ley de Snell:

sena _ senf3

v u

En el limite, cuando las tiras son cada vez mads finas los seg-
mentos de las lineas tienden a una curva donde en cada punto
(x,y) el dngulo y el segmento con la vertical es el dngulo de
la tangente con la vertical

A

(z,9)

Si v es la velocidad en el punto (x,y) y o es el dngulo que
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la tangente hace con la vertical entonces la curva satisface

sen &

=c, C constante.

3)

1%

Luego por la ley de Galileo: la velocidad v de descenso de un
cuerpo es proporcional a la raiz cuadrada de la distancia desde
donde cae, esto es, v satisface

v=1/2gY,

donde g es la aceleracion debido a la gravedad. Asi, al sustituir
v en (3) tenemos

2

sen o . sin“o0
=c, equivalentemente =c7,
V28V 2gy

por lo tanto

y=Kksen’a, K> =1/(2gc). 4)
Por otro lado, de la figura anterior, observe que
dy
'=— =cota
y dx cota,
g 1 1 1
2
o= = = . 5
sen 4osta J4cot?o 1+ (y)? )

Sf)[l2 o
De las ecuaciones (3) y (5) se obtiene que la curva y (indepen-
diente de o) debe satisfacer la ecuacién diferencial:

Y1+ =K

Probemos ahora que la cicloide satistace esta ecuacion dife-
rencial. En efecto, six =a(6 —sen8) y y = a(1 —cos 0) en-
tonces

(6)

,_ dydf _ —senf
YT d0dx  1—cosb

sen’
14 O) =alt —cos0) |14 20
B (1—cosB)?+sen’ 8
_a(l—cosﬂ){ (1 —cos0)? }»
=2a.

Asi, la cicloide satisface la ecuacion diferencial (6) con

k=+2a.

Johann termina su solucién del problema de la Bra-
quistécrona con las siguientes palabras:
Antes de terminar, debo expresar una vez mds la admiracion
que siento por la inesperada identidad de la tautécrona
de Huygens y mi braquistocrona. Considero especialmente
notable que esta coincidencia solo pueda tener lugar bajo la
hipdtesis de Galileo, de modo que incluso obtenemos de ésto
una prueba de su correccion. La naturaleza siempre tiende
a actuar de la manera mds simple, por lo que aqui permite
que una curva sirva para dos funciones diferentes, mientras

que bajo cualquier otra hipotesis deberiamos necesitar dos
curvas ...

Johann Bernoulli no fue el primero en considerar el proble-
ma de la braquistécrona, aunque fue él quien acufio el nom-
bre. Galileo en 1638 habia estudiado el problema en su famosa
obra Discourse on two new sciences [GG58]. Su version del
problema consistia primero en encontrar la linea recta desde
un punto A hasta el punto de una linea vertical al que llegaria
mas rapido. Determiné correctamente que tal linea de A a la
linea vertical estaria en un dngulo de 45°, alcanzando la linea
vertical requerida en un punto, B.

Calcul6 el tiempo necesario para que el punto se moviera
de A a B en linea recta, luego mostré que el punto alcanzaria
B mas rdpidamente si viajaba a lo largo de los dos segmentos
de linea AC seguido de CB, donde C es un punto en un arco
de un circulo.

A A

45°

Figura 8: Problema considerado por Galileo.

Aunque Galileo estaba perfectamente en lo cierto en esto,
luego cometié un error cuando argumenté que el camino de
descenso mas rapido de A a B seria un arco de un circulo, lo
cual fue una deduccién incorrecta como acabamos de ver. El
método de resoluciéon propuesto por Jakob Bernoulli, el cual
no mostramos aqui, para el problema de la Braquistdcrona,
es mucho mds general que la solucién propuesta por su her-
mano Johann y ejercié una profunda influencia en Leonhard
Euler (1707-1783), quien, junto a J. L. Lagrange (1736-1813),
instauraria las bases de lo que actualmente conocemos como
Cdlculo de Variaciones

Para profundizar en esta temdtica se pueden consultar
[IHM94, WEA43, GG58, HC86] v las referencias que alli se
encuentran. También se podra encontrar material interesante
en los siguientes sitios de la web:

1. https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
HistTopics/Brachistochrone/

2. http://www.mat.ucm.es/cosasmdg/cdsmdg/
O5edumat/geometriahoy/experimentosgeom/
ecua.htm

3. https://en.wikipedia.org/wiki/Cycloid

4. http://historiasdematematicas.blogspot.
com/2017/04/historia-de-la-cicloide.html
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VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE UTILIZAR LOS MODELOS DE
FUNCION DE TRANSFERENCIA
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cesara.laras@konradlorenz.edu.co

Resumen

Los Modelos de Funcién de Transferencia (MFT) son un
tipo de modelos mateméticos de enfoque probabilistico que
permiten responder a necesidades de cuantificacion de la mag-
nitud, sentido y duracién de los impactos entre variables es-
tadisticas que se analizan en diferentes dreas del conocimien-
to. Estos modelos tienen la capacidad de poder identificar
si existen series de tiempo que tienen correlaciones lineales
tanto en el mismo momento de observacion como en reza-
gos temporales. Asi, el presente documento busca ilustrar las
ventajas y desventajas de utilizar este objeto matemaético, el
cual incluye las principales definiciones, procedimiento me-
todolégico y resultados de una aplicacién de un MFT sobre
fenémenos econdmicos. La transformacién de datos, modela-
miento y despliegue se hace con el software libre R junto a las
librerias, "TSA”, "tseries”, y "forecast”.

1. Introduccion.

En diferentes sectores de la sociedad, el analisis de
fendmenos involucra comprender y proyectar el comporta-
miento de variables y sus respectivas interacciones. Producto
de estos andlisis multivariados, surgen preguntas, de las cuales
se pueden mencionar algunos ejemplos, tales como: ;Si au-
mentan las tasas de interés de los bancos, esto podria afectar
la inflacién? ;Si aplicamos un medicamento veterinario sobre
determinado grupo animal, cuando se observaran los efectos?
(Por cuénto tiempo durardn los efectos significativos? ;Los
efectos serdn positivos o negativos?

Dado que estas preguntas conducen a proyectar el compor-
tamiento de fenémenos bajo incertidumbre, se ha propues-
to el presente articulo con el fin de introducir los conceptos
de MFT como una alternativa probabilistica para responder a
una pregunta central: ;Es posible modelar matematicamente
la magnitud, sentido y duracién de las relaciones entre dife-
rentes variables en diferentes momentos?

El presente articulo estd compuesto por cuatro secciones:
inicialmente, se presenta una introduccién a los conceptos y
definiciones necesarias para abordar los Modelos de Funcién
de Transferencia (MFT). En la segunda seccidn, se describira
el conjunto de datos y series de tiempo contemplados para

*Estudiante de Matematicas, Fundacién Universitaria Konrad Lorenz, Bo-
gotd D.C.-Colombia

abordar el fenémeno. En la tercera seccion se ilustran los re-
sultados del MFT, incluyendo la extrapolacién del modelo en
una muestra posterior a la ventana de entrenamiento utiliza-
da en la segunda seccién. Finalmente, se abordan las conclu-
siones tanto en las ventajas y desventajas de implementar un
MFT como en los resultados obtenidos para el conjunto de
datos empleado en el presente ejercicio.

2. Conceptualizacion.

Como conceptos preliminares, los MFT se enmarcan en
las técnicas probabilisticas para el modelamiento matemati-
co. Estos modelos son herramientas de la estadistica aplicada
cuya utilidad radica en que puede ser empleada para modelar
el comportamiento de una variable de respuesta a través de los
impactos no contemporaneos de una o varias variables exdge-
nas tendiendo presente el factor tiempo. Algunos ejemplos de
este tipo de modelos pueden ser:

= Modelar el nivel de lluviosidad en una region especifica
en funcidn de la humedad, corrientes de viento y presion
atmosférica observado en minutos, horas o dias previos.

= Establecer el impacto en los cambios de nivel de glucosa
de la sangre humana a partir del cambio de ingesta de
aztcares y carbohidratos horas previas.

= Observar el porcentaje de la variacién del Producto In-
terno Bruto (PIB) teniendo presente el comportamiento
ponderado de los precios internacionales de los produc-
tos exportables en semanas o meses anteriores.

A continuacién, se enuncian algunos de los principales
conceptos necesarios para abordar integralmente este concep-
to:

Definicion 2.1 (Serie de Tiempo). Es una variable aleatoria
x; definida dentro del espacio de estados de un proceso es-
tocastico x € X, la cual es medida de manera repetida a lo
largo del tiempo [0S22]. Adicionalmente, el conjunto de indi-
ces T = {t,t2,...,t, } puede ser definido en tiempo continuo
o tiempo discreto. Para efectos del presente articulo, se consi-
derara valores de la serie de tiempo medidos en los nimeros
reales y el conjunto de indices medidos en tiempo discreto y
finito T = {t1,62,,1, }, es decir, x C R,t C Z". Igualmente,

14
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se trabajard bajo un modelo bdsico con una sola variable de
respuesta y; y una sola variable de entrada x;.

Definicion 2.2 (Modelo de Funcién de Transferencia - MFT).
Es un modelo matematico en el cual se define una serie de
tiempo especifica y, (entendida como variable de salida) en
funcién de la combinacién lineal de las transformaciones de
una o varias series de tiempo x; (entendidas como variables
de entrada) medidas bajo el mismo conjunto de indices ¢
[Wei06]. La ecuacion funcional de un MFT es:

Y = V(B)x + 1 (D

donde v(B) es un polinomio o filtro de rezagos que se apli-
ca sobre la variable de entrada y 1), es una serie aleatoria esta-
cionaria, es decir, tanto la media como la varianza de la serie
es constante para toda la serie de tiempo. En la literatura es-
tadistica, este tipo de modelos es conocido también como los
modelos ARMAX [LeB18]. Es importante resaltar que las se-
ries x;,y; satisfacen las condiciones de estacionariedad (media
y varianza constante) con el fin de poder ser objeto de mode-
lacién mediante el método ARMA.

Definicion 2.3 (Funcién de Impulso Respuesta - FIR). El po-
linomio v (B) es un operador de transformacién sobre la serie
de tiempo x; (variable de entrada), el cual genera un impul-
so sobre la serie de tiempo y; (variable de salida), de la cual
se genera una respuesta. La respuesta se calcula mediante es-
ta funcién polinémica v(B), la cual estd compuesta por tres
polinomios [Wei06]:

= ®(B) es el polinomio con los coeficientes de impacto re-
zagado (B) de x; sobre la variable. Puede ser interpreta-
do como la duracién del efecto de la variable de entrada
sobre la variable de salida. Este polinomio es de orden
s € N*.

= §(B) es el polinomio que mide la duracién de los im-
pactos autocorrelacionados de y; sobre si misma. Es un
polinomio de orden r € N*.

= b es el orden del rezago en el cual inicia el impacto de
la transferencia de la variabilidad entre ambas series de
tiempo.

= Besel operador de rezago temporal para series de tiempo
de la forma B(y;) = y,—1.

Por extension, la ecuacién (1) puede descomponerse con
los diferentes polinomios que constituyen la Funcién de
Impulso-Respuesta (FIR) de la siguiente manera [Sof99]:

®(B)B?
V(B)= —— 2
Donde @(B) = ) — 0B — B> —--- — o,B*, §(B) = 1 —
81B — 8,B> —--- — 8,B’. Para efectos que el polinomio v(B)

sea de orden finito, es necesario que las raices de §(B) tenga
sus raices dentro circulo unitario, dado que este polinomio
corresponde al conjunto de impactos de transferencia entre

la serie x; y y; [Abr85]. En el caso que 8(B) no tenga sus
raices dentro del circulo unitario, dicho polinomio no podria
ser invertible y en consecuencia v(B) no podria ser estimado.
Es importante considerar que un MFT se considera cau-
sal en la medida que los coeficientes, a partir de determinado
rezago, tengan valor cero, es decir, v; = 0 para j < 0.

Definicion 2.4 (Funcién de Correlacién Cruzada - FCC). Es
una funcién que toma valores en el rezago k € Z y se obtiene
el coeficiente de correlacion lineal luego de haber rezagado la
variable explicativa k periodos [ECOS8]. Los rezagos negativos
corresponden a impactos originados en y, y absorbidos por
Xx; k unidades de tiempo posterior; los rezagos positivos son
interpretados como los choques generados en x; los cuales son
recibidos por la variable respuesta y; hasta los k unidades de
tiempo posteriores.

Como funcidn, la FCC puede representarse como se define
en [Dil4]:

p:Z —[—1,1]

k= p(x,y,k) = i 1 {[xzfligx— ] [ ;yuy]]

3)
=T

donde L, : promedio muestral de la serie x;, 1, : promedio
muestral de la serie y;, Sy : desviacidn estandar de la serie x;,
Sy : desviacion estdndar de la serie y;.

Esta funcidn tiene el propdsito de identificar la magnitud,
signo y duracién de las correlaciones parciales intertempora-
les que sean estadisticamente diferentes a cero entre x; y y, a
diferentes rezagos. Dependiendo del patrén de decaimiento de
las correlaciones cruzadas obtenidas a través del FCC, se pu-
de identificar la forma funcional del polinomio v(B) definido
en la ecuacién (1).

Con base a lo definido en [Wei06], en las Tablas 1y 2 se
ilustran el comportamiento teérico de algunas combinaciones
de la tupla (b, r, s) teniendo rezagos k positivos, es decir, con-
siderando que la variable x;1 fluctda primero que la variable
;. Estos ejemplos de especificacién funcional de v (B) sirven
como elemento para identificar la forma funcional de la FIR.

H (b,r,s) v(B) Forma tipica H
2.0,0) (B, = - I E—
(2,0,1) V(B)x; = (@ — @ B)x;_» 4I—I;
(2.0.2)  v(B)x = () — 0 B—0B%)x

Cuadro 1: Formas funcionales de la FIR parar =0

Como hecho caracteristico, en el Cuadro 1 se observa que
cuando r = 0, la extensién de la FIR se mantiene por cuantos
rezagos s se contemplen después de ocurrido el primer im-
pacto de la funcién de transferencia en el rezago k. Adicional-
mente, cuando r = 1, se presenta un proceso de difuminacién
o decaimiento exponencial del impacto observado. El proceso
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H (b,r,s) v(B) Forma tipica H
2,1,0) v(B)x; = @0 Xi_2 AJJ_!_E—TT
(1-61)B
2,1,1) D(B)xtzwx,,z ng!JJ—I—!-!ﬁ
(1-68)B
oo,
(2,1,2) V(B)x; = W%—z

Cuadro 2: Formas funcionales de la FIR para r = 1

de identificacién de los pardmetros (b,r,s) a partir de la fun-
cién de correlacion cruzada funciona de forma muy similar
a la identificacion de los pardmetros p,q en un proceso ARI-
MA (p, q) haciendo uso del comportamiento de las funciones
de autocorrelacion simple y autocorrelacion parcial.

3. Los datos.

Para efectos de ilustrar la utilidad de los MFT sobre
fenémenos econémicos, se propone trabajar con las series de
tiempo asociadas al precio de activos financieros agricolas o
denominados commodities. La guerra entre Rusia y Ucrania
en febrero de 2022 desperté la discusién entre académicos,
empresarios, consumidores y tomadores de decisién sobre los
efectos concretos de la contraccién en la produccién de ce-
reales como trigo, sorgo y soja sobre la oferta de ganado para
consumo final. Bajo este escenario, se busca confirmar o des-
virtuar mediante evidencia factica, la hipdtesis que los cam-
bios en los precios de insumos en la produccién de insumos
agricolas para la produccién de ganado pueden afectar precio
de productos pecuarios.

Adicionalmente, como se contemplan variables que refle-

jan contratos futuros (r = h+k) (h es el tiempo actual y k
es el periodo adicional en el tiempo en que se proyectan las
expectativas de precio de contratos agropecuarios futuros), las
relaciones esperadas de casualidad podrian reflejar un proceso
contrario al de los procesos de Oferta y Demanda en t = h. Por
ejemplo: Los operadores bursatiles tomarian decisiones sobre
la adquisicién de contratos futuros de la soya (como insumos
de produccion de ganado) dependiendo de cémo evolucionen
los precios de los contratos futuros de ganado.
La fuente de informacidon corresponde al valor pactado en los
contratos futuros sobre estos activos financieros publicados
en portales transaccionales. En particular, el cuerpo de datos
utilizado para responder a la pregunta de investigacion se de-
limita sobre los siguientes conceptos:

= Variable No. 1: G;: precio por contrato derivado de
40.000 1bs de carne bovina en canal, medido en USD.
Fuente: [inv22].

= Variable No. 2: S;: Indice bursitil del promedio de con-
trato de soya de 5.000 Bushels (8 galones de grano) me-

Precio Soybean
160
120
100

ST_soya

—— GT_ganado

030116
030218

Figura 1: Grafico de las Series de Tiempo S; (Precio de la
Soya) y G; (Precio del Ganado.)

dido en USD. Fuente: [Edi22].
= Periodo de Entrenamiento: 01/01/2016 - 31/12/2019.

» Frecuencia: Semanal (Agregacion por promedio semanal
dado que el reporte de la plataforma es el precio de cierre
diario).

= Periodo de Validacién: 01/01/2020 - 19/04/2020.
= Periodo de Comprobacién: 01/01/2022 - 31/12/2022.

» Tamafio de Muestra: Entrenamiento: 209; Validacidn:
52.

Mediante andlisis grafico de las series disponibles en la Fi-
gura 1 se observa que existe un patrén muy marcado de cre-
cimiento sostenido entre las series de tiempo S; (Precio de
la Soya) y G; (Precio del Ganado). Si bien el coeficiente de
correlacion lineal contempordnea (k = 0) entre ambas series
p(G;,S;,0) es bajo (0.00021), se observa que la correlacién
contemporanea por cada afio evidencia una asociacién lineal
moderada de (-0.4062; -0.4784; 0.7878, 0.4880) para los afios
2016 a 2019, respectivamente.

Lo anterior invita a profundizar si el rezago intertemporal
permite identificar una asociaciéon mas fuerte entre ambas se-
ries e identificar: 1) si existe alguna relacién causal entre los
comportamientos del precio de su insumo principal respecto
al precio final del producto de carne bovina; 2) cual es la mag-
nitud de ese impacto y 3) cual es el tiempo que toma observar
por primera vez dicho impacto y su duracion.

4. Metodologia de estimacion del
MFT.

Los pasos para construir la MFT mds adecuada para res-
ponder al objeto de esta investigacién son:

4.1. Hacer el preblanqueamiento de las Series

Gt y Sl'

Como se observé en la Figura 1, ambas series de tiempo no
satisfacen las condiciones de estacionariedad de una serie de
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. adf. test(insumo_series_ganadofganado)
augmented Dickey-Fuller Test
data: Jnsumo_series_ganadof$ganado

Dickey-Fuller = -2.5184, Lag order =
alternative hypothesis: stationary

5, p-value = 0.3587

= adf.test(dl_log_ganado)
augmented Dickey-Fuller Test
data: di_log_ganado

Dickey-Fuller = -6.1525, Lag order =
alternative hypothesis: stationary

5, p-value = 0.01

= adf.test(insumo_series_ganadoSsoybean)
Augmented Dickey-Fuller Test
data: insumo_series_ganadoisoybean

Dickey-Fuller = -3.9328, Lag order =
alternative hypothesis: stationary

5, p-value = 0.01353

= adf.test(dl_log_soybean)
augmented Dickey-Fuller Test

data: dl_log_soybean
Dickey-Fuller = -5.7379, Lag order = 5, p-value = 0.01
alternative hypothesis: stationary

Figura 2: Resultados Prueba de Estacionariedad Dickey-Fiiller

tiempo (media y varianza constante), conforme es requerido
para poder construir el MFT. Siguiendo las recomendaciones
de [EC0S22], se hace una reduccion de la escala de las series
G; S; de la siguiente forma:

= djlog$S; = V(log(S;)): corresponde a la primera diferen-
cia del logaritmo natural de la serie S;

= dilogG; = V(log(Gy)): corresponde a la primera dife-
rencia del logaritmo natural de la serie G;

Los efectos de la anterior transformacion rinden frutos, da-
do que la prueba de estacionariedad de Dickey-Fuller brin-
da resultados satisfactorios. Como se demuestra en la figura
2, las series sin aplicar transformaciones (’ ganado,soybean’)
de media y varianza observan estadisticos de prueba de es-
tacionariedad Dickey-Fiiller que caen en zona de No-Rezago
(por ejemplo: p-valor de 0.35 para G;). Luego de aplicar las
transformaciones, ('dI_log_ganado,dl _log_soybean’) ambos
p-valores de G;,S; son inferiores a 0.05, es decir, se obtie-
nen series preblanqueadas listas para ser incorporadas en el
proceso de estimacién de de la FCC.

4.2. Construir la FCCy FIR entre G, y S;.

Al estimar la FCC, se observa en la Figura 3 sobre las se-
ries transformadas, se identifican tres coeficientes de la FCC
cuyo valor estimado es significativamente superior al error
estandar de la serie de correlaciones cruzadas. Para la mues-
tra de entrenamiento, €l error estandar, se estima de la forma

I = 133% = 0,13357, donde z0 975 = —20,025 s el valor de

d1_log_ganado & d1_log_soybean

0.2

01

ACF
00

0.1

Figura 3: Funcién de Correlacién Cruzada entre S; sobre va-
riable explicada G,

la distribucién normal estdndar con un nivel de significancia
de 0.05.

Como hecho importante, se evidencia que existen dos co-
eficientes de correlacion cruzada significativamente superior
al error estandar en los rezagos K = —12, —16 cuyos respecti-
vos valores son (0,2170,0,2212). Esto se interpreta como los
cambios ocurridos en G; reflejan cambios 12 y 16 semanas
después en S, . Este resultado es estadisticamente significati-
vo y permite evidenciar que existe un patrén de correlacion
lineal positiva que no se evidencia al estimar las correlacio-
nes contemporaneas (k = 0), con lo cual un MFT es una pro-
puesta adecuada para entender este fendmeno. El proceso a
nivel descriptivo no evidencia un proceso secuencial estric-
to entre la serie transformada S; sobre G, en la medida que
se observa un coeficiente ligeramente significativo en los re-
zagos k = {4,5}. Para efectos de estimar la relacién causal
entre ambas variables, consideraremos solamente los rezagos
negativos en la estimacién de v(B).

Al analizar la grifica de la FCC, se puede proponer el si-
guiente modelo de funcién de transferencia:

= variable de entrada: G;
= variable de salida: S;
= orden de rezago b = 12

= orden de duracién del impacto s = 4. Dado que el impac-
to alcanza el rezago k = —16

= orden de duracién ARIMA r = 1. Estimado a partir de la
Funcién de Autocorrelacién Simple (FAS) y la Funcién

de Autocorrelacion Parcial (FACP) S;

Por lo anterior, la forma funcional del modelo propuesto es:

“4)
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FAP para d1_log_soybean FAP para d1_log_ganado
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Figura 4: Funcién de Correlacion Cruzada entre S; y G,

4.3. Estimar el modelo de funcion de Transfe-
rencia.

A continuacién se enlistan los principales pasos requeri-
dos para abordar este tipo de modelamiento, conforme lo han
propuesto previamente [Wei06] y [Ahm15], con base en la
metodologia Box-Jenkins !

Para poder obtener un modelo de funcién de transferencia,
se requiere descomponer este proceso en varios pasos: En pri-
mera instancia, debe construirse un modelo ARIMA para la
serie regresora G;, cuyo prondstico servird como variable de
entrada en la muestra de entrenamiento de la serie S;. Poste-
riormente, se estimard un modelo ARIMA sobre la serie obje-
tivo Sy, incluyendo el comportamiento modelado para la serie
G;. Es importante aclarar que la especificacién funcional de
la interaccién entre ambas variables se establece en el filtro
construido con la FIR y la FCC obtenidos en la seccién 4.2.

4.3.1. Estimacion modelo ARIMA para la variable de

entrada G;.

Mediante la estimacion de la Funcién de Autocorrelaciéon
Simple (FAS) y la Funcién de Autocorrelacién Parcial (FAP),
se identifica que S; sigue un proceso ARIMA(1,0,0), lo cual
puede ser observado en la Figura 4.

Asf, la estimacién del modelo que se ajusta a las espe-
cificaciones permite obtener un modelo ARIMA(1,0,0) para
la serie preblanqueada Gy, cuyo p-valor es menor a 0.05. Es
decir, se rechaza la hipétesis nula que su estimador sea es-
tadisticamente igual a cero. Lo anterior se puede detallar en
la Figura 5 generada por R al correr el modelo en mencién.
Adicionalmente, al verificar las condiciones de ruido blanco
para los residuos del modelo, se evidencia que los residuos no
son autocorrelacionados, su varianza es constante a lo largo

I'La metodologia Box-Jenkins es uno de los enfoques clasicos para anali-
sis de Series de Tiempo. Para mayor detalle, puede consultarse [Wei06]
Capitulo 2-10.

call:
arima(x = datos_rezago$dl_log ganado, order = c(1, 0, 0))

Coefficients:
arl dintercept

-0.1892 -0.0005
s5.e. 0.0682 0.0015
sigmar2 estimated as 0.0006862: Tog 1ikelihood = 462.42, aic = -920.8:
>
> coeftest(fit_ganado_model_1_0)
z test of coefficients:

Estimate std. Error z value Pr(=|z|)

arl -0.18916674 0.06821260 -2.7732 0.005551 **
intercept -0.00047518 0.00153015 -0.3105 0.756149

signif. codes: 0 “***’ 0,001 ‘**’ 0.01 “*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ' * 1

Figura 5: Salida R - Modelo ARIMA (1,0,0) para (Vlog G;)

Residuals from ARIMA(1,0,0) with non-zero mean
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Figura 6: Andlisis de Residuos para modelo ARIMA sobre
(Vlog Gy).

del tiempo y tiene media estadisticamente igual a cero (Ver
Figura 6).

En este proceso, solo se evidencia un rezago estadistica-
mente significativo cuando k = 5, con lo cual se propone un
modelo ARIMA(5,0,0) para la serie blanqueada de acuerdo
a la FAS y la FAP estimada para S;. No obstante, la estima-
cion del modelo final ilustrado en la figura 7 evidencia que
los efectos autorregresivos de S; no son adecuados para cons-
truir el modelo con los pardmetros @, @>,¢3 y ¢4 y por tanto
son excluidos al no obtener coeficientes estadisticamente di-
ferentes de cero. Es decir, se estimarfa un proceso ARIMA
con coeficientes {s,9;6} diferentes de cero como tnicos co-
eficientes.

4.3.2. Estimacion modelo ARIMA para la variable de sa-
lida S,.

Con los elementos analizados en la seccidn anterior, el mo-
delo de funcién de transferencia propuesto es:

S, = —0,00043 — 0,18425,_5 — 0,1808S,_1¢

5
+0,2142G;_12 4+ 0,2179 4 G;_ 167 ©

donde la funcién de transferencia v(B) tiene la es-
pecificacién (b,r,s) = (12,1,4), con ¢ = 0 para [ =
1,2,...,11,13,14,15.



Paskin Matematico Vol. 5 No 2 (2023) 14-20. 19
Modelo Funcién de Transferenciapara § ¢ g coefrest(modelo_arinax_model)
Prondsticoh:16 z test of coefficients:
1,200
Estimate std. Error z value Pri=|z|)
1150 ) ars -0.18417401 0.07004470 -2.6294 0.0085541 ==
1100 ,\ arls -0.18089144 0.07510627 -2.4085 0.0160194 *
' intercept -0.00043291 0.00124962 -0.3464 0.7290194
1,050 \ d1l_Tn_lag_12_ganade 0.22176833 0.05991481 3.7014 0.0002144 =#=#*
d1l_Tn_lag_16_ganado 0.21468562 0.05992743 3.5824 0.0003404 ==*
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Figura 7: Modelo de Funcién de transferencia para S; en funcién de
S (Vlog$y) = v(B)VlogG;) +1;

4.4. Evaluar resultados del modelo.

El mejor modelo obtenido se presenta a en la Figura 7 de
donde se puede concluir que en términos generales, el modelo
se ajusta adecuadamente a la serie original hasta antes de ocu-
rrir el dréstico descenso del valor del precio de la Soya entre
junio y julio de 2018. Luego de ese periodo, se evidencia un
drastico cambio de nivel que no es recuperado por el modelo a
pesar de que la mimica de la serie pronosticada sobre la serie
original se mantiene hasta mayo 2019.

En términos de consistencia estadistica, los efectos autoco-
rrelacionados de S; sobre si misma son estadisticamente sig-
nificativos, cuya magnitud y signo son consistentes con los
evidenciados en las FAS y FACP, tanto para el rezago autore-
gresivo de S; en k = 5 como para los rezagos en la variable
regresora G;_12 YG,_1¢. Esta afirmacién se basa en la medi-
da en que la probabilidad de significancia estadistica de cada
estimador es menor al 0.016 (ver Figura 8).

En cuanto el comportamiento de la serie asociada a los
errores del modelo 7, se evidencia por andlisis grafico que di-
cho vector de errores satisface la condicién de estacionariedad
en términos de media y varianza. A su vez, la prueba Ljung-
Box asociada a no-autocorrelacion en los errores brindé resul-
tados satisfactorios. Esta prueba valida la hipdtesis nula que
los errores no evidencian procesos autorregresivos de orden
k ([fSTN]). La ecuacidn para estimar el estadistico de prueba
es:

A7
n—k

0=T(T+2)Y, (6)
k=1

donde T es el tamafio de muestra de la serie de tiempo,
Di es la correlacién de los errores y m el niimero de rezagos
a ser probados. Este estadistico de prueba se compara contra
un valor critico asociado a una distribucién de probabilidad
Chi-cuadrado con & grados de libertad, el cual se obtiene de
operar aritméticamente los parametros del modelo ARIMA de
la forma h = m — p — g, donde p y g son los parametros del

signif. codes: 0 "*¥%*' 0,001 ‘**' Q.01 ‘*' Q.05 "." 0.1 °* "1

Figura 8: Valor-p para coeficientes MFT

Comparacion Valor Observado vs. Valor Pronosticado
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Figura 9: Prediccién del modelo para h=16

modelo ARIMA estimado en el modelo 5; en el caso del es
m=19-3-0.

4.5. Verificar la consistencia del modelo en las
muestras de validacion y comprobacion.

Al comparar la serie S; real contra su pronéstico ($;) en la
muestra de validacién (T = 16), se evidencia que el prondsti-
co es consistente al identificar la tendencia decreciente de la
serie original (Ver Figura 9 ). No obstante, se observa que el
nivel o valor en el prondstico es mds alto en comparacion con
el valor real observado, evidenciando un desfase en términos
de nivel de la serie.

Para el periodo de comprobacién contemplado, se ajusta un
MEFT bajo la especificacion funcional definida en 5, donde los
resultados no son satisfactorios, en la medida que los estima-
dores no alcanzan a superar el nivel de significancia necesaria
para ser estadisticamente distintos de cero.

Una posible causa que explica la pérdida de consistencia de
los estimadores puede ser construir el modelo incorporando el
efecto del cambio abrupto de nivel entre junio y julio 2018.

5. Conclusiones.

Con la aplicacién hecha de un MFT sobre el fendmeno
econdémico abordado en este articulo, podemos hacernos una
idea que este tipo de modelos es una herramienta muy adecua-
da para modelar efectos causales. Como los principales bene-
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ficios obtenidos de este ejercicio, se obtiene que los coeficien-
tes del modelo evidencian consistencia con la interpretacion
econdmica, y a su vez, dichas estimaciones de la magnitud,
sentido son estadisticamente significativas. Igualmente, la ex-
trapolacién del modelo a muestras de validacién y comproba-
cion captura la tendencia de manera aceptable, lo cual brinda
un valor agregado al momento de generar andlisis proyectivos
sobre el comportamiento de las variables y los fendmenos.

No obstante, se observan ciertas desventajas en el empleo
de esta técnica: por un lado, los estimadores son sensibles a
perder significancia estadistica al reestimar el modelo en la
muestra de comprobacién. Adicionalmente, el modelo no cap-
tura de forma endégena cambios abruptos de nivel, con lo cual
requiere ajustes tales como la modelacién de intervenciones
sobre la serie de tiempo, aumentando el nimero de parime-
tros del modelo.

En conclusién, los MFT son un esquema de modelamien-
to estadistico que cuenta con mds elementos a favor para ser
utilizado, los cuales tienen mds relevancia que los riesgos o
sensibilidad de inconsistencia de la estimacién por cambios
abruptos en las series analizadas.
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1. Resumen.

Este articulo muestra los resultados de un estudio! enfo-
cado en el cambio de representaciones de algunos objetos
geométricos, vistos como la solucién a una ecuacién lineal
como un conjunto de puntos que cumplen una condicién me-
ramente geométrica. Esto se logra a partir de una manera di-
ferente de ubicar los puntos sobre un plano en unos ejes coor-
denados diferentes al cartesiano, en los cuales se representan
graficamente las rectas (objetos geométricos). Se estudian las
diferentes definiciones y propiedades que cumplen estos ob-
jetos en el sistema coordenado cartesiano y se muestra si se
cumplen o no en el nuevo sistema de ubicacién de puntos.

2. Introduccion.

En diferentes cursos de cilculo y geometria se suele repre-
sentar el conjunto de puntos solucién a ecuaciones de primer
y segundo grado en el plano cartesiano dando una idea de su
representacion; por ejemplo, si es una de primer grado, su
gréifica es una linea recta y si es una de segundo grado, es una
coénica. En algunos de estos cursos se profundiza un poco en
otros sistemas coordenados como el polarz, oblicuo® o PAR?.
En la Figura 1 se muestra que la representacion varia depen-
diendo el sistema que se esté usando para construir la gréfica.
Estudiar las propiedades de los objetos geométricos en dichos
sistemas de representacion puede llevar a grandes hallazgos
muy ttiles para solucionar diferentes problemas que en el sis-
tema cartesiano a veces se tornan complicados, por ejemplo,
el cambio de coordenadas al sistema polar puede ayudar a
determinar soluciones a ecuaciones diferenciales o integrales

“Estudiante de la maestria en matematicas aplicadas de la Universidad
Sergio Arboleda.

!"Tomado de [Gar19]

2Para ubicar un punto en el sistema polar se toma una longitud r y un
dngulo O, se ubica un vector de tal manera que tenga longitud r y forme el
angulo 0 con la horizontal y la cabeza del vector serd la imagen del punto
[Leh89].

3El sistema oblicuo estd compuesto por dos rectas que forman un dngulo
o # 90. Para ubicar un punto se toman dos puntos, cada uno sobre un eje, y
se traza una recta perpendicular por cada punto al eje en el cual se encuentre
el punto, luego el punto de interseccién entre las dos rectas serd la imagen del
punto [MC11].

“4El sistema PAR estd compuesto por dos rectas paralelas las cuales repre-
sentan los ejes x y y. Para ubicar un punto se ubican dos puntos, cada uno en
diferente eje, y se traza una recta que contenga a los dos puntos. Esta recta
serd la imagen del punto [OP12].

21

de manera mas sencilla, como también tiene diferentes
aplicaciones en biologfa, astronomia, entre otras; el sistema
PAR podria tener diferentes aplicaciones en ecuaciones
diferenciales, pues una ecuacién lineal se representa con un
punto y esto facilitaria diferentes célculos o transformaciones.

4

(a) Sistema Polar. (b) Sistema Oblicuo.

(c) Sistema PAR.

Figura 1: Representacion de 2x —y = 0 en diferentes sistemas
coordenados.

Con base en lo anterior, el interés de este articulo es es-
tudiar las representaciones algebraicas y geométricas en un
sistema coordenado diferente al cartesiano (rectangular) que
se denomina Sistema Seno siguiendo un desarrollo paralelo al
planteado en [Leh89], el cual sera presentado mds adelante de
manera formal. Pensando en la comodidad y curiosidad del
lector, se han publicado applets desarrollados en GeoGebra,
en los cuales se puede explorar y corroborar diferentes resul-
tados. Los links estaran al final de cada seccién o subseccion.

3. Sistema Seno.

Este sistema estd conformado por el eje y del sistema carte-
siano y la grafica de la funcién f(x) = sen(x) como apoyo para
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ubicar los puntos. Para ubicar un punto (xg, o) sobre el Siste-
ma Seno, se toma el punto (xp,0) en el sistema usual, se traza
una perpendicular por este punto al eje x y la interseccién en-
tre la perpendicular y la curva de la funcién f(x) = sen(x) es
el punto A, luego, se ubica el punto B con coordenadas (0,y)
en el sistema usual. Por dltimo, se ubica el punto medio C en-
tre los puntos A y B y este es la representacién de (xp,yo) en
el Sistema Seno. (véase Figura 23).

f(z) = sen(x)

Figura 2: Sistema Seno.

Para diferenciar los ejes coordenados del sistema carte-
siano y los ejes del Sistema Seno se pondrd una linea sobre
el nombre del eje, es decir, los ejes X y y serdn los ejes
coordenados en el Sistema Seno y para los puntos se usard la
notacién (xg,yo)s-

Antes de entrar a estudiar los diferentes objetos geométri-
cos en este sistema, se demostrara que el Sistema Seno efec-
tivamente es un sistema coordenado. Para ello se enuncia la
siguiente definicion:

= Un conjunto de parejas ordenadas A es un sistema coor-
denado en un plano « si y sélo si existe una funcién f
biyectiva de A en «.

Una funcidn es biyectiva si y sélo si es inyectiva y sobreyec-
tiva, es decir, cumple que:

= Para todo x,y,z,w en R, si f(x,y) = f(z,w) entonces
(x,) = (z,w).

= Sea un punto P en o entonces existen x,y en R tal que
P = f(x,y).

Por ultimo, se definird la funcién f como:

f: A—aq,
(xay)_>P'

Sea el punto S con coordenadas (xp,yo)s, se puede afirmar
que S es Unico, ya que por la manera de ubicar los puntos en
el Sistema Seno, para todo x y y en R existen puntos tnicos Q
y R de referencia sobre la curva de la funcién seno y sobre
la recta vertical respectivamente, y por definicién de punto
medio, S es unico.

Demostracion que f es inyectiva: Sean x,y,z,wen R, (x,y) y
(z,w)en Ay f(x,y) = f(z,w). Como f es una funcién bien
definida se puede decir que f(x,y) =Py f(z,w)=Qcon Py
O puntos en «, luego, existen A y B puntos de referencia tal
que A esta sobre la curva de la funcién seno y B sobre la recta
vertical y P es punto medio entre A y B, por transitividad se
tiene que Q también es punto medio de A y B, por tanto, las
coordenadas de Q son (x,y). Por la unicidad de A y B se tiene
que x =zyy=w,es decir que (x,y) = (z,w) y Q = P, luego,
es Unico y en conclusién, f es inyectiva.

Demostracion que f es sobreyectiva: Sea un punto P en Q.
Como el Sisterma Seno esta sobre el sistema cartesiano, el
punto P tendré coordenadas (m,n) en el sistema cartesiano,
luego, en el Sistema Seno el punto P tiene coordenadas
(2m,2n — sen(2m)); como cada punto sobre el plano tiene
una coordenada en el plano cartesiano, entonces, tiene una
coordenada en el Sistema Seno, por ende, a cada punto P se
le puede asignar una coordenada (x,y) en el Sistema Seno
o lo que es equivalente P = f(x,y), en conclusién, f es
sobreyectiva.

Queda demostrado que f es una funcién biyectiva de
A en o y por definicién el Sistema Seno es un sistema
coordenado.

3.1.

En esta seccion se definen los ejes en el Sistema Seno, para
ello, se tienen en cuenta las siguientes definiciones:

Ejes y Semiejes.

= FEl eje x es el conjunto de puntos tales que su coordenada
es de la forma (x,0).

= Eleje y es el conjunto de puntos tales que su coordenada
es de la forma (0, y).

El sistema cartesiano tiene la particularidad que la recta verti-
cal que se utiliza para ubicar los puntos coincide con el eje y
y la recta horizontal coincide con el eje x, pero, en este siste-
ma la recta vertical coincide con el eje y, aun asi, no ocurre lo
mismo con el eje x, mas adelante se mostrara el porqué de es-
to. Por ahora, se define la recta vertical como Semieje y (que
también es el eje ¥) y la curva Seno como Semieje X. En las
Figuras 3 y 4 se muestran los ejes y los semiejes.

Semi-cje 7

Semi-cje T

Figura 3: Semiejes del Sistema Seno.
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Bie 7 4. Soluciones a ecuaciones lineales en
el Sistema Seno.

En esta seccién se hace un desarrollo paralelo al que hace
.. Eje @ LT Lehmann en [Leh89] en los capitulos 1, 2 y 3 en los cuales
2 A estudia todo lo relacionado a las rectas desde su representa-
ST el cion gréfica y algebraica, ademds, de mostrar definiciones y
propiedades como cortes entre rectas, pendiente, dngulos y
teoremas que cumplen alli.

4.1. Grafica dela ecuacion ax+by+c =0y cor-
Figura 4: Ejes del Sistema Seno. tes con los ejes.

En lo que sigue se presentan las representaciones graficas

. . en el Sistema Seno de los conjuntos solucién a las ecuaciones

3.2. Cambio de coordenadas entre el Sistema e 15 forma ax + by + ¢ = 0 cuando varfan las constantes a, b
Seno y el sistema cartesiano. y c. Se realiza a partir de casos en los cuales se le asignan
valores a las constantes a, b, ¢ y se construyen algunas graficas

Para caracterizar el cambio de coordenadas del Sistema de los conjuntos solucién los cuales tienen el nombre de s-
Seno al sistema cartesiano se dice que: rectas. Paralelamente se estudian los cortes con los ejes Xy y
y se concluye una férmula con la cual se puede encontrar el

* Dado un punto (x,y)s en el Sistema Seno sus coordena- corte de cualquier s-recta con los ejes usando los coeficientes
das en el sistema cartesiano seran <;, y—|—s26n(x)> . @bye.

¢ Ejemplo 4.1. Si a,b,c = 0: En este caso se tiene la ecuacion

0x +0y+ 0 = 0 y los puntos que la satisfacen son todos los

* Dado un punto (x,y)c en el sistema cartesiano sus coor-  posibles puntos (x,y)s con x,y € R, es decir; todos los puntos
denadas en el Sistema Seno serén (2x,2y — sen(2x))s. del plano.

Ejemplo 4.2. Si a,b =0y ¢ # 0: Ddndole a c valores dife-
rentes de O se concluye que para cualquiera de estos, en la

ecuacion se encuentra una incoherencia ya que queda de la
)C' Enla Figura 5 se ob-  forma c = 0 y se contradice con la hipétesis.

Ejemplo 3.1. Se ubicard el punto C con coordenadas (1,2)s:
Usando el primer cambio de coordenadas se reemplaza y C
1 2+sen(1)
2’ 2
serva el punto C con las coordenadas en el sistema carte-
siano; para el eje x el color azul claro y para el eje y color
morado. Y en el Sistema Seno; para el semieje X el color azul
y para el semieje 'y el color verde.

tendrd coordenadas <

Ejemplo 4.3. Si b =0y a,c # 0: En este caso se tiene que
la s-recta obtenida por la ecuacion ax + ¢ = 0 no tiene cortes
con el eje y o coincide en todos sus puntos con el eje y, el
corte con el eje X se da en el punto (—<,0)s o en el sistema
rectangular (—»-,0)c. En la Figura 6 se ilustra la solucion

de esta ecuacion.

Figura 5: (1,2)s — <1, 2—|—sen(1)> .
2 2 c
Figura 6: Representacion al conjunto solucién de ax+c = 0.
Nota: Tenga en cuenta que la manera de ubicar los puntos
en el semieje X no verifica que la distancia de (0,0)s a (a,0)s 1°Caso:Sia=0,b#0yceR.
sea a en el Sistema Seno. El conjunto solucién de la ecuacién y = 0 (eje X), tomando a
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¢ = 0, se puede representar en el Sistema Seno como el con-
junto de puntos que caen en la curva morada. Si c = —2 el
conjunto de puntos solucién a la ecuaciéon y — 2 = 0 se repre-
sentan en la curva roja, y si ¢ = 3 entonces la representacién
gréafica de y+ 3 = 0 en el Sistema Seno se ve en la curva na-
ranja. Estas gréficas se presentan en Figura 7.

Figura 7: Ejemplo de s-rectas 1° Caso.

Si se observa detenidamente los cortes con el eje y de las
graficas que se presentan en 7, se tiene que el corte de la
s-rectay =0 es en el punto (0,0)s, el de la s-rectay—2 =0 es
en (0,2)s y el de la s-recta y+3 = 0 es en (0,3)s. Haciendo
el respectivo cambio de coordenadas se dice que y = 0 en el

) . . 0 0+sen(0)

sistema cartesiano tiene corte en el punto T )

c

resolviendo, (0,0)¢; realizando el mismo procedimiento con

los demds puntos, las s-rectas y—2 =0y y+ 3 = 0 tienen
corte en (0,1)¢c y en (0, —1,5)¢ respectivamente.

En general, se puede decir que si se tiene una ecuacién de
. Cc
la forma by +c = 0 su corte con el eje ¥ es en (0, —B> y
N

ninguna se corta con el eje X, exceptuando las que son de la
forma by = 0 que coincide en todos sus puntos. También, se
puede ver que las s-rectas se mueven horizontalmente —4
unidades. Si —7 > 0 entonces la gréfica se traslada hacia

arriba segin el eje y, si —7 < 0 se traslada hacia abajo.

2° Caso: Sia#0,b#A0yc=0.

Sisetomaaa= —1yb=1setiene laecuacion —x+y=0y
el corte con y y el eje X de la s-recta es en (0,0)s. (ver Figura
8)

Figura 8: Graficade —x+7y = 0.

manera general, se puede decir que si se tiene una

ecuacién de la forma ax 4 by = 0 su corte con el eje y y con
el eje X es en el punto (0,0)s.

3°Caso: Sia#0,b#0yc#0.
Se inicia con los valores a = 1,b =2y ¢ = 4, es decir, la
ecuacién X+ 2y +4 = 0. Su corte con el eje y es en el punto
(0,—2)s y con el eje X es en (—4,0)s. En el sistema carte-
siano son los puntos (0,—1)¢ y (—2,0,38)¢. La representa-
cién gréfica del conjunto solucién se muestra en la Figura 9.

5
Ejey

Figura 9: Gréificade x+2y+4 = 0.

Si se tiene una ecuacién ax+ by + c = 0 en el Sistema Seno

con a,b,c € Rel corte con el eje y es en el punto (0, —%) y

con el eje X es en (07 75) .
a’s

De esta seccién se concluye que al tener la ecuacion
ax+ by +c =0, la interseccion de la grafica con el eje y se
puede encontrar tomando a X = 0 y despejando a y, de manera
andloga se encuentra la interseccién con el eje X. Se pudieron
observar las transformaciones que tienen las s-rectas seguin
los coeficientes de la ecuacion lineal en el Sistema Seno. En
esta seccidn solo se analizaron los cortes con los ejes X y y
pero, si observa nuevamente, puede notar que los cortes con
el semieje y coinciden siempre con los del eje y pero, en
algunos casos hay mds de un corte con el semieje X, esto se
analizard en la siguiente subseccién y se explicard por qué se
corta en varios puntos.

Applet ecuacion lineal:
https://www.geogebra.org/m/jggssewy

4.2. Cortes con los semiejes.

Se dedica esta seccién al estudio de los cortes con los
semiejes, enfocdndose particularmente en los cortes con el
semieje X ya que los cortes con el semieje y son los mismos
cortes con el eje y. Como se observd en la seccién 4.1
los cortes con el semieje X pueden ser varios dependiendo
de la s-recta que se tome. En este caso no se encontraron
soluciones generales, pero, se encontraron aproximaciones a
las soluciones utilizando métodos numéricos.

Para justificar este proceso tedricamente, lo primero que
se tiene en cuenta es que en el Sistema Seno el semieje X
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no es una s-recta, es decir, su forma algebraica no se puede
escribir como ax + by + ¢ = 0, por tanto, primero se encuentra
la representacion algebraica del semieje X.

Por definicién, el semieje X en el sistema rectangular es
la funcién seno que algebraicamente se presenta como
f(x) = sen(x), luego, los puntos que pertenecen a esta
funcién serdn de la forma (x,sen(x))c. Usando el cambio de
coordenadas que se presentd en la seccién 3.2, estos puntos
en el Sistema Seno son de la forma:

(x,sen(x))c = (2x,2sen(x) — sen(2x))s,
luego, en el Sistema Seno el eje X tiene como ecuacioén
y —2sen(x/2) + sen(x) = 0.

Ahora, como se quiere encontrar las intersecciones entre el
semieje X y una s-recta cualquiera se despeja y de la ecuacién
lineal y de la ecuacion del semieje X, se igualan y se obtiene
la siguiente ecuacion:

ax+ 2bsen(x/2) — bsen(x) + ¢ = 0.

Por tltimo, se crea un conjunto en el cual estén las soluciones
a la ecuacién y estas seran las coordenadas de X para los
cuales el eje X y la s-recta se encuentren.

Se comprob6 que si b = 0, su interseccién es unica en
(—g) ¢- A manera de exploracion se puede mostrar que si
a # 0 los puntos de interseccién son finitos y, ademds, son
un nimero impar de intersecciones. Si a = 0, existen infinitas
intersecciones si aproximadamente —2,63 < § < 2,63; ahora
si aproximadamente ; < —2,63 0 ; > 2,63 no existe intersec-
cién entre la s-recta y el semieje X.

4.3. Pendiente de una s-recta.

Se define la pendiente de una s-recta ¢ cuya ecuacion es
ax+ by+ c =0 como el cociente entre —a y by se denota con
la letra m.

)]

La pendiente tiene la propiedad de describir el movimiento
de dos puntos que pertenezcan al conjunto solucién de la
ecuacién de alguna s-recta, para ser mas especificos, si
la pendiente es —7 entonces los puntos de la s-recta se
moverdn b s-unidades hacia la derecha (en el semieje X)
y a s-unidades hacia arriba o hacia abajo en el semieje y
dependiendo del signo de —7; si es positivo “sube”, si es

negativo “baja”.

Nota: Fijese que aparece el término s-unidad el cual
es la unidad en el Sistema Seno. Se diferencia de las uni-
dades en el sistema rectangular, ya que esta no se refiere
a la distancia entre los puntos, sino al cambio de coordenadas.

En la Figura 10 se observan varias s-rectas con diferentes
pendientes y se evidencia que por un punto cualquiera en el

Sistema Seno pasan infinitas s-rectas, esto se debe a que para
cada ndmero en el conjunto de los nimeros reales, se puede
construir una s-recta con esta pendiente.

/\/\
=

Figura 10: Haz de s-rectas en el Sistema Seno.

Con este término definido se estudian ciertos teoremas que
se cumplen en el Sistema Seno como lo son el Teorema Punto-
Pendiente y Dos Puntos-Pendiente.

4.4. Cortes entre s-rectas.

Se define el corte entre dos s-rectas [ y ¢ con ecuaciones

ax+by+c=0 y dx+by+c =0

respectivamente, como los puntos (xg,yo)s que pertenecen a
| y t simultdneamente. Se debe tener en cuenta que se esta
tomando la s-recta desde su definicién algebraica y lo que
cambia es su representacion grafica, por tanto, a partir de sus
ecuaciones se puede construir un sistema lineal dos por dos
que se desarrolla usando la determinante de esta matriz: si es-
ta tiene una dnica solucién entonces se intersecan en un tinico
punto, si no tiene solucidn no se intersecan y si tiene infinitas
soluciones estas dos s-rectas coinciden en todos sus puntos,
esto se ilustra graficamente en las Figuras 11, 12y 13.

Y~

Figura 11: Unica solucién.
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Figura 12: No hay solucién.

Figura 13: Infinitas soluciones.

4.5. Angulo entre s-rectas.

Para este concepto se estudiaron dos formas de determinar
el dangulo entre dos s-rectas: el primero a partir de lineas tan-
gentes a una s-recta y el segundo a partir de lineas asociadas
a una s-recta. A continuacion, se presenta la definicién de es-
tas lineas y la manera general de encontrar el angulo entre dos
s-rectas.

4.5.1. Definicion de linea tangente a una s-recta.

Sea [ una s-recta con ecuacidn ax+ by +c = 0y un punto A
con coordenadas (x1,y;)s sobre /, se denomina linea tangente
a [ por A al conjunto solucién de la ecuacion:

ax+b'y+c +b'sen(x) =0, )
donde
ad =a—bcos(x1), b'=b y
¢ = —axy + bxycos(x1) — by; — bsen(x).

Ejemplo 4.4. Encuentre la linea tangente a la s-recta | con
ecuacion 3x+2y—1 =0 en el punto (1,—1)s.

Solucion: Identificando a los coeficientes a =3,b=2,¢ =
—1,x; =1y y; = —1y reemplazando en (2) se tiene que los
coeficientes de la ecuacion de linea tangente son:

d =3-2cos(l), b =2, ' =—1+2cos(1)—2sen(l).

Luego, la ecuacidén de la linea tangente a esta s-recta por el

punto (1,—1)s serd de la forma:

2cos(1)—=3_ 1 —2cos(1)+ 2sen(1)
PR 2

y= — sen(X).

En la Figura 14 se muestra la representacion grafica de la linea
tangente a la s-recta [ por el punto (1,—1)g.

Figura 14: Linea tangente a [ por (1,—1).

Applet linea tangente a una s-recta:
https://www.geogebra.org/m/y8h8hmjr

4.5.2. Definicion de linea asociada a una s-recta.

Sea la s-recta [ con ecuacién ax + by +c = 0 y un pun-
to P con coordenadas (x,yo)s sobre [, se le denomina linea
asociada a [ por P al conjunto solucién de la ecuacion:

ax+ by +c’' + bsen(x) =0, 3)

con ¢’ = —axg — byg — bsen(xg).

Ejemplo 4.5. Encuentre la linea asociada a la s-recta p con

9
ecuacion —x+2y—5 =0 en el punto (4, 2) )
s

Solucién: Primero se determina ¢’. Sustituyendo los coefi-
cientes a, b, ¢ de la ecuacion de la s-recta y los valores (xo,¥0)s
del punto en (3) se tiene que:

¢ = —(—1)(4) _23 —2sen(4),
= —5—2sen(4).

Luego, la ecuacién de la linea asociada a p en el punto

(4, 9> es de la forma:
2)s

1_ 5
y= Ef—i— 3 + sen(4) — sen(x).

En la Figura 15 se observa la representacién de la linea aso-
ciada (en rojo) a la s-recta (en verde) por el punto dado.
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/\/
9
e

Figura 15: Linea asociada a la s-recta —x+2y —5 = 0 por
(4,3).
12/

Para nombrar las lineas, se usardn letras griegas y se
especificard a cudl tipo de linea se estd haciendo alusién. Se
puede ver que las rectas del sistema cartesiano (lineas) no
son rectas en el Sistema Seno sino curvas. Fijese que para
cada punto sobre una s-recta, se tiene una linea asociada o
tangente diferente.

Applet linea asociada a una s-recta:
https://www.geogebra.org/m/sgayspiw

4.5.3. Definiciones de angulo.

A continuacion, se presentan dos definiciones de dngulo
entre dos s-rectas a partir de lineas tangentes y de lineas aso-
ciadas.

. Angulo entre s-rectas a partir de lineas tangentes:
Sean las s-rectas / y ¢ con un unico punto P en comin
y las lineas o y B tangentes a [ y ¢ respectivamente, por
el punto P. El dngulo entre [ y ¢ serd el angulo O deter-
minado por ot y 3.

= Angulo entre s-rectas a partir de lineas asociadas:
Sean las s-rectas / y ¢t con un unico punto P en comun
y las lineas o y B asociadas a [ y ¢ respectivamente, por
el punto P. El dngulo entre [ y ¢ serd el angulo 8 deter-
minado por ot y 3.

4.54. Angulo a partir de lineas tangentes.

Sean las s-rectas [ y ¢ con el punto (x1,y;)s en comin y
ecuaciones
a+by+c=0, y Ix+my+n=0

respectivamente. Identificando los coeficientes para las ecua-
ciones de las lineas o y B tangentes [ y ¢, se tiene que la
ecuacion de « es:

dxX+b'y+ +b'sen(x) =0,

con @ =a—bcos(x), ¥ =b 'y =
bxicos(x;) —by; —bsen(x;) y la ecuacién de 3 sera:

—axy +

U'x+m'y+n' +m'sen(x) =0,

con I' =1—mcos(x1), m =m 'y n = —lx+
mxjcos(xy) — my; — msen(x;). Luego, el dangulo entre o y 3
estd determinado por

“)

( —a'm + b’l’)
0 =arctan | ———

b'm' +ad'l

Y por definicién de dngulo entre s-rectas a partir de lineas
tangentes, el dngulo entre [ y f es 0.

Para ejemplificar este concepto se toman las s-rectas [ y ¢
que tienen en comun el punto (1,—1)g y tienen las respectivas
ecuaciones

3F4+25—1=0 y 4%—25—6=0.

Identificando sus coeficientes se tiene que a = 3,b =2,/ =
4.m=—2,x; =1y y = —1, para encontrar el dngulo entre
ellas se determinan las ecuaciones de las lineas tangentes y
los coeficientes a’,b',I',m’, por tanto

b =2,

!/
m = -2,

a = —3+2cos(1),
I'=—4—2cos(1),

¢ = —1+2cos(1) —2sen(1),
n' =4—2cos(1)+2sen(1).

Reemplazando estos coeficientes en (4), resolviendo y reali-
zando los procedimientos algebraicos necesarios; se tiene que
el dngulo que forman estas dos s-rectas en el Sistema Seno es:

0 = 67,67°.

Se puede ver graficamente como se muestra en la Figura 16.

Figura 16: Angulo entre [ y 1.

Applet dngulo a partir de lineas tangentes:
https://www.geogebra.org/m/uvd3ehah
4.5.5. Angulo a partir de lineas asociadas.

Andlogo al proceso de la definicién de dngulo con lineas
tangentes, si se tienen dos s-rectas [ y t con ecuaciones

ax+by+c=0 'y Ix+my+n=0
respectivamente, y sus lineas asociadas & y B con ecuaciones

ax+by+c +bsen(x)=0 y Ix+my+n' +msen(x)=0
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respectivamente. El d4ngulo 6 entre o y § determinado por

—am+bl>

5
bm+al ©)

0 = arctan <

serd el angulo entre [ y ¢.

Para ejemplificar esta definicién se encontrard el dngulo
entre las siguientes s-rectas:

L3%+25—1=0 y £:4%-25—6=0

en el punto de interseccién (1,—1)g.
Encontrando la ecuacion de la linea & asociada a [ usando (3).
Se determina el coeficiente ¢’

' =—3)(1)—2(—1)—2sen(1),
= —1—2sen(1),

luego, la ecuacion de o es:
y=—35+ 5+ sen(1) —sents)
y= 2x 5 sen sen(X).

Andlogamente, se concluye que la ecuacién de la linea 3 aso-
ciada a la s-recta t es: y = 2% — 3+ sen(1) — sen(x).

Por tltimo, se determina el d4ngulo entre las lineas asociadas
usando la ecuacion (5).

e TE ML

’ 7
=arctan | —
4/

— 60,26°.

En la Figura 17 se muestra graficamente el &ngulo que forman
las s-rectas [ y t corroborando lo mencionado en el procedi-
miento anterior.

Figura 17: Angulo entre / y 7.

Applet dngulo a partir de lineas asociadas:
https://www.geogebra.org/m/kujfzyyf

4.6.

Se define el paralelismo entre s-rectas con las definiciones
analitica y geométrica del sistema cartesiano:

s-Rectas paralelas.

= Dos s-rectas [/ y ¢ con ecuaciones

ax+by+c=0 y dx+by+ =0

!
son paralelas si g = %. Si d'X+b'y+c =0 se pue-

de escribir como k(ax+ by +c) = 0 con k # 0 entonces
también son paralelas.

= Dos s-rectas son paralelas si nunca se intersecan 6 si se
intersecan en dos 0 mds puntos también son paralelas.

4.7. Resultados de s-rectas paralelas asociados
a definiciones de angulos.

En esta seccidn se analiza si se cumplen algunos teoremas
asociados a las rectas y sus dngulos del sistema cartesiano en
el Sistema Seno.

= Teorema paralelas - angulos correspondientes con-
gruentes: Sean las s-rectas [ y ¢ paralelas con ecuaciones

ax+by+c=0 y dx+by+c =0

respectivamente, y la s-recta s con ecuacion dx + ey +
f = 0 secante a ellas. El angulo que forma / y s es con-
gruente al angulo entre ¢ y s.

Usando lineas tangentes: Como [ y t son paralelas enton-

/ .-, .
ces —% = —7;; reemplazando en la ecuacién de ¢ se tiene
b
ax+ bx + o 0.

Sean los puntos (xp,yo) y (x1,y1) los puntos de interseccién
entre [ y s y t y s respectivamente, y las ecuaciones de las
lineas tangentes a cada s-recta por los puntos mostradas a con-
tinuacion.

’ Linea 6; tangente a s por (xp,yo) ‘

Tyt + Bsen(®) =0
a] = —d —ecos(xp), bl =e,
C’lf = —dxo + expcos(xg) — eyo — esen(xp)

Linea o tangente a / por (xo,Yo)
a1x+b1y+cl +b)sen(x) = 0;
d) =a—bcos(xg), b =0>,
¢} =—axo+ bxocos(xo) — by — bsen(xp)

] Linea &, tangente a s por (x1,y1)
ayx + by~ + bl sen(x) = 0;
ay = —d—ecos(x1), bf=e,
¢ = —dx; +exjcos(x1) — ey) — esen(x1)
Linea f3 tangente a z por (xj,y1)
a2x +byy+ch+ bzsen( )=0;
ay =a—bcos(xy), by=b,
¢, = —axy +bxjcos(x;) — by,

— bsen(xy)

Luego, por la definicién de dngulos a partir de lineas tangen-
tes, los angulos entre 8 y a'y & y 3 son;
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b+ bl
bjb] +ala, )
"l /s
—albl, +bla >
205 T4,
111,/ /s
byb, +aya,

05,,o = arctan (

05, o = arctan (

Para que se cumpla que 85 o = 65, o las coordenadas de
los puntos de interseccidn tienen que satisfacer las siguientes
ecuaciones

eb(cos(x1) —cos(xp)) =
(db+ea+eb)(cos(x;) — cos(xo)) =

)

0
0.
En conclusion, los 4ngulos no siempre son congruentes luego,

el teorema no se cumple en el Sistema Seno con esta defini-
cién (ver Figuras 18 y 19).

Figura 19: No se cumple.

Usando lineas asociadas: Teniendo las condiciones del

teorema se tiene que como /'y ¢ son paralelas entonces — 7 =

! ., .
—%, reemplazando en la ecuacién de ¢ se tiene

/
b
ax—+bx+ cl7 =0.

Sean los puntos (xp,yo) y (x1,y1) los puntos de interseccién
entre [ y s y t y s respectivamente, las ecuaciones de lineas
asociadas a cada s-recta por los puntos son:

] Linea &, asociada a s por (xo, o) \
dx+ey+ f| + esen(x) = 0;
f1 = —dxo — eyo — esen(xp)

] Linea « asociada a [ por (xo,Yo) \
ax+ by + ¢} + bsen(x) = 0;
¢ = —axo — byo — bsen(xo)

’ Linea &, asociada a s por (x1,y1) ‘
dx+ey+ f} + esen(x) = 0;
15 = —dx; —ey; —esen(x;)

] Linea f3 asociada a ¢ por (x1,y;) \
ax+ by +ch + bsen(x) = 0;
¢y, = —ax) — by — bsen(x))

Luego, por la definicién de dngulos a partir de lineas asocia-
das, los dngulos entre 8; y ¢ y &, y B son;

05, o = arctan <—ae—|—bd>
Lo be+ad )’

0 _ —ae+ bd
5,5 = arctan (be—i—ad > .

En conclusion, los dngulos son congruentes, luego, el teore-
ma paralelas - dngulos correspondientes congruentes se cum-
ple en el Sistema Seno con la definicién de dngulo a partir de
lineas tangentes (véase Figura 20).

Figura 20: Con la definicién de dngulos a partir de lineas aso-
ciadas.

Ejemplo 4.6. Se tienen las s-rectas

= —X+y=0 t—2X+y—4=0,
k — 4% 42y +3 =0.

Por la definicion analitica de paralelismo, t es paralela a k.

Luego, | interseca a t en el punto (3, 3) y [ interseca a k
s

1
en <— X —2> . Ahora, se determinan las ecuaciones de las
s

lineas asociadas a cada s-recta por los puntos encontrados.
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Linea 0) asociada a l por (—1/2,—1/2)s

y=X+sen(—1/2) — sen(x)

Linea a asociada a k por (—1/2,—1/2)s
y=—-2x—3/2+sen(—1/2) — sen(x)
Linea &, asociada a s por (4/3,4/3)s

y =X+ sen(4/3) — sen(x)
Linea B asociada at por (4/3,4/3)s
y=—-2x+4+sen(1/2) — sen(x)

Los dngulos que determinan 8, y oty &, y B son:

142
651’05 = arctan (1 ) = 952,[;

05,0 = 71,57° = 05, 5

En la Figura 21 se muestra la grdfica de las s-rectas y lineas
asociadas y el dngulo que se forma entre ellas.

Figura 21: Angulos congruentes para 7 y k con respecto a k.

Fijese que a pesar de que cada punto sobre s tiene una linea
asociada diferente, no infiere en el dngulo que determina/ y ¢,
es decir, se puede tomar cualquier punto sobre la s-recta para
determinar la linea asociada a ella. También, se puede mostrar
otros teoremas de la geometria Euclidiana como paralelas -
dngulos alternos internos congruentes o que la suma de los
angulos internos de un tridngulo es 180°, entre otros.

4.8.

Andlogo al desarrollo de la teoria en el sistema cartesiano
se define la perpendicularidad entre s-rectas como:

s-Rectas perpendiculares.

= Sean las s-rectas [ y ¢, si el dngulo 6 que forman [ y ¢ es
de 90° entonces [/ y ¢ son perpendiculares.

= Las s-rectas [ y ¢ son perpendiculares si y solo si m; -
my = —1.

En el estudio de estas propiedades, se encontrd que la relacién
entre el dngulo y el producto de las pendientes se cumple en
el Sistema Seno usando la definicién de dngulo a partir de
lineas asociadas pero, con la definicién de dngulo a partir de
lineas tangentes no se cumple.

B

Figura 22: De las pendientes al angulo.

Con la definicion de dngulo a partir de lineas tangentes:
Sean las s-rectas [ y ¢ con ecuaciones 2x+3y+ 152 =0y
3x — 2y 4 30 = 0, respectivamente. Estas cumplen que m; -
my = —1 pero las s-rectas no forman un angulo recto. (ver
Figura 22). Ahora, tomando las s-rectas ¢ y / con ecuaciones
—x+3y+30,71 =0y 3x+ 13+ 5 = 0. En este caso el dngulo
que forman por su punto de intersecciéon es de 90° pero el
producto de las pendientes no es —1 luego, no se cumple la
equivalencia (ver Figura 23).

Figura 23: Del angulo a las pendientes.

Esto se debe a que, como se menciond cuando se estaba
estudiando el Teorema paralelas - dngulos correspondientes
congruentes desde esta definicién de dngulo, si se construyen
s-rectas f; perpendiculares por cada punto de la s-recta /, las
s-rectas f; forman angulos diferentes con [ luego, puede que
algunas cumplan con la propiedad y otras no cumplan.

Con la definicion de dngulo a partir de lineas asociadas:
Se tomaran las s-rectas [ y ¢ con ecuaciones

—4X+35-10=0 y 3x+4y—4=0,

luego, el producto de sus pendientes es —1 y ademds son per-
pendiculares. En la Figura 24 se muestra la grafica de sus
lineas asociadas y el dngulo recto que forman.
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Figura 24: Angulo entre [ y ¢.

4.9. Distancia entre dos puntos.

Sean los puntos P; y P, con coordenadas (x,y1)s ¥y
(x2,y2)s respectivamente, la distancia entre ellos se denotard
dp,p, y se determinard de la siguiente manera:

1

dpp, = E\/(xl —x2)% 4 (y1 —y2 + sen(x1) —sen(x2))%. (6)

Esta distancia se encuentra a partir de la distancia euclidiana
entre dos puntos.

Applet distancia entre dos puntos:
https://www.geogebra.org/m/tdghkukg

4.10. Distancia de un punto a una s-recta.

Para esta definicion se toma un punto P fuera de una s-recta
1, se determina la distancia entre cada punto L; sobre [. (ver
Figura 25)

Figura 25: Distancia entre un punto y una s-recta.

La distancia entre Py [ serd la minima distancia encontrada
entre Py los puntos sobre / (segmento 10jo).

= Seauna s-recta/ y los puntos Ly, Ly, ...,Lj,Lj;1,... sobre
[, un punto P fuera de ella y dp, la distancia de P a cada
punto sobre /. La distancia de P a [ sera

dpJ = mil’l[dRLi].

Se supone una s-recta / con ecuacién ax +by+c =0y un
punto P(xg,yo)s fuera de ella. Los puntos L; que pertenecen a
[ tienen coordenadas
(F=53)
X,——x——) ,
b bl/s

luego, la distancia entre P y los puntos L;, usando 6, estard
dada por la siguiente ecuacién

2

dpr, = 1\/(x —x0)% + (—gf — % —yo+sen(x) — sen(xo)) .

)
Como se necesita encontrar min[dp,] se usard el criterio de la
segunda derivada viendo a dpy, como una funcién en térmi-
nos de X. Para comodidad de lectura y escritura se omitira el
subindice P, L;.
La primera derivada de (7) es

dd' =
1

y [X—x0+ ($X+ £ +y0 — sen(x) +sen(xg)) (4 + cos(x))] ,

por el criterio de la primera derivada la ecuacién anterior se
iguala a 0 y se determina el conjunto

A={xeR|d'(x)=0}.

Los elementos de este conjunto se nombran como X4 luego, la
segunda derivada de (7) es:

d” +dd" =
1

2 _ _ _ _
1 [1 + 5= cos*(X) — (4X+ £ +yo — sen(X) + sen(xo)) (sen(x))] ,
evaluando cada X4 en d” se van a tomar todos los valores po-
sitivos, es decir, se toma el conjunto B como

B={xy|d"(xa) >0}.

Para finalizar, se toman los elementos de B y se evaldan en d,
por tanto, se concluye que el valor de la distancia entre Py [
es el minimo de los valores de d(Xp).

dp_yl = mm[d(iB)]

Como se puede observar, esta demostracion estd condicionada
a que b # 0. En el caso que b = 0 la distancia entre la s-recta
!y el punto P, se encontrara con la siguiente ecuacion:

1 c
dri =5 (w0 3)-
Ejemplo 4.7. Sea la s-recta | con ecuacionx+y+5=0y el
punto P con coordenadas (4,3)s.

Siguiendo el procedimiento anterior se tiene que los puntos
sobre | tienen coordenadas

v la distancia entre Py estos puntos L; esta dada por

dps, = %\/ (F—4)2 + (—X— 8 + sen(x) — sen(4))2,
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luego, la derivada de esta funcion es
4dd' =x — 4+ (x+ 8 — sen(X) + sen(4)) (1 + cos(x)).

Ahora, por el criterio de la primera derivada, se tiene el con-
junto A ={-334, —1,35, 0,94} tales que d’(x4) = 0 lue-
8o, la segunda derivada es:

4(d” +dd") =
14 (1 —cos(x))(cos(X) — (X + 6 — sen(X) + sen(4)) (sen(X))
y el conjunto B tendrd el elemento {0,94} tal que d” (x4) > 0,

por iiltimo, se evaliia en d y se tiene que d(0,94) = 3,99 luego,
la distancia entre Py | serd d(0,94) = 3,99. (ver Figura 26).

=3,99

dpi,

Figura 26: Distancia entre (4,3)s yx+y+5 = 0.

Applet distancia entre un punto y una s-recta:
https://www.geogebra.org/m/zwkfvy7w

5. Conclusiones.

Una reflexion acerca de la representacion de los objetos
geométricos es que, usualmente, se presentan como objetos
con una sola representacion, la cual es la tnica que cumple
las propiedades o la definicién. Con el desarrollo de este
articulo se evidencia que esto no es cierto, si se toman las
definiciones usuales o no, se puede cambiar la manera de
representarlos y mostrar que las matematicas son flexibles en
muchos aspectos.

Acerca de las proyecciones de este articulo se dejan algu-
nas preguntas sin resolver en el Sistema Seno como:

= Teniendo en cuenta la definicién de angulo a partir de
lineas tangentes, ;se podria encontrar una relacién entre
las pendientes y el dngulo entre dos s-rectas para reali-
zar una equivalencia entre la definicién geométrica y la
definicién algebraica de la perpendicularidad?

= En el sistema cartesiano, la distancia entre dos puntos
se puede definir como la longitud del segmento de recta
que los une. Si se toma esta definicién en el Sistema Seno
(cémo cambiarfan las representaciones de las definicio-
nes que se asocian con distancia?
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OBSTACULOS EN LA CONCEPCION DE LOS NUMEROS NEGATIVOS
Y DE SUS LOGARITMOS
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1. Resumen.

El texto que comparto es un entretejido de experiencias y
escritos a lo largo de 46 afios. Al mismo tiempo, es un home-
naje/agradecimiento a mis mentores, los que me incorporaron
como colega sin reparar en cualquiera de las caracteristicas
personales que, en los tiempos actuales, sirven para discri-

minar y limitar el crecimiento personal y profesional de una
persona, especialmente el de las mujeres.

2. Introduccion.

En 1977, en talleres con docentes de matematicas de nivel
secundaria, con Jesus Alarcon Bortolussi como mentor, de-
tectamos particularidades en su concepcion del concepto de
ndmero negativo sin que en ese momento pudiéramos referir-
las a cuestiones sobre el desarrollo histérico del concepto, ni
a los obstaculos epistemoldgicos que se evidenciarian poste-
riormente, al analizar la evolucién del concepto. Las visitas
del profesor Georges Glaeser a México nos permitieron in-
troducirnos en ese tipo de andlisis, conocer la obra de Bache-
lard[Bac67] respecto a los obstdculos epistemoldgicos en el
desarrollo de un concepto y su relevancia en el disefio de si-
tuaciones didacticas y, a partir de ahi, reconocer que las expre-
siones de los docentes correspondian a etapas en el desarrollo
del concepto de nimero negativo y que, de hecho, reproducian
algunas de las concepciones sostenidas por matemaéticos co-
mo d’Alembert al tiempo que manifestaban los sentimientos
de frustracién e incomodidad que, como alumnos, describen
personajes como Sthendal, en su autobiografia. Entre 1981 y
1984, en cuestionarios y entrevistas que buscaban comprender
el desarrollo del concepto de variable en los alumnos, a par-
tir de que son introducidos al célculo algebraico, en primer
grado de secundaria, encontramos el mismo tipo de concep-
ciones sobre los nimeros negativos y algunas percepciones
inusitadas sobre el nimero cero.

En 1979 Jean-Luc Verley, entonces editor de la seccién de
Historia de las Matematicas de la Enciclopedia Universalis
(Francia), puso en mis manos una copia de la sexta memo-
ria de d’Alembert, la cual trata sobre los logaritmos de can-
tidades negativas[Ale56] para que hiciera un andlisis episte-
moldgico del texto, con implicaciones didacticas, lo que pro-
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dujo un articulo que serfa incorporado a la Enciclopedia Uni-
versalis. De necesidad, llevar a cabo la tarea encomendada re-
quiri6 la consulta de muchas otras fuentes, particularmente los
articulos “Négatifs” y “Logarithme” que el propio d’ Alembert
escribi6 para la Enciclopedia (Encyclopédie, ou dictionnaire
raisonné des sciences, des arts et des métiers), editada entre
1751 y 1772, de cuya edicién fue codirector junto con Denis
Diderot.

Por razones histéricas, en este texto el recorrido comienza
con el desarrollo del concepto de logaritmo, continda con los
conceptos de cero y de nimero negativo y concluye con una
parte del anélisis realizado en 1979, presentado en un colo-
quio llevado a cabo en marzo de 1982 en la Seccién de Ma-
tematica Educativa del CINVESTAV.

3. Origenes del concepto de logaritmo.

Una buena parte del conocimiento matemdtico mas anti-
guo proviene, sin duda, de los matematicos sumerios (situa-
dos en Babilonia, en lo que ahora es Irak). En lo que respecta
a los logaritmos, O. Neugebauer[Neu69] sefiala que “hay mu-
cha evidencia de las habilidades de los escribas del antiguo
periodo babilénico, es el periodo que va de 1800 a 1600 an-
tes de Cristo” — alrededor del reinado de Hammurabi —. Luego
establece que “no solamente es claro de los problemas que tie-
nen que ver con interés compuesto sino también de las tablas
numéricas para las potencias consecutivas de nimeros dados.
Por otro lado, se tienen textos que tienen que ver con la deter-
minacién de los exponentes de nimeros dados. En otras pala-
bras, se habia experimentado realmente con casos especiales
de logaritmos sin alcanzar un uso general de esta funcién.”.
Posteriormente, en las notas del capitulo 2 del libro sefiala
que “Las tablas para y las correspondientes a los logaritmos
aparecen en documentos sumerios”, los cuales aparecen “ilus-
trados con fotografias, copias, transcripciones, traducciones y
comentarios”, en dos de sus libros previos cuyos acronimos
son MKT y MCT.

Los logaritmos, como los conocemos actualmente, se de-
ben a John Napier — matematico, fisico y astrénomo, quien
vivié entre 1550 y 1617 —, pero su historia se extiende desde
Babilonia hasta Newton, y un nimero considerable de proble-
mas interesantes y soluciones ingeniosas se pueden encontrar
en el camino.

La idea original de logaritmo se establece, en pocas pala-
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bras, como sigue: dado cualquier niimero real positivo pone-
mos en correspondencia las dos progresiones siguientes (una
aritmética y una geométrica):

Progresién aritmética: -3,-2,-1,0,1,2,3,4.

Progresién geométrica: a3, a2

a ' 1a,a%, a3, a*.

Y decimos que los logaritmos en la base de los nimeros
de la progresion geométrica son los correspondientes de la
progresion aritmética.

Tres elementos distintos, pero no separables contribuyeron
al descubrimiento de Napier: su conocimiento de la trigono-
metria y su trabajo como cartégrafo y astrénomo; cada uno de
estos dominios de conocimiento, por si mismo, merece aten-
ci6én para comprender la magnitud del descubrimiento de los
logaritmos como regla general, y sus aplicaciones a cdlculos
trigonométricos con nimeros muy grandes (0 muy pequefios)
como los resultados de las observaciones en astronomia, la
cual requiere del registro de datos precisos de manera conti-
nuada. Napier se beneficié, ademds, de todo el conocimiento
griego de Pitagoras a Euclides, incluyendo a Arquimedes, por
supuesto, y del conocimiento algebraico desarrollado por los
matematicos isldmicos y los europeos de los siglos que le an-
teceden. Particularmente, dice Itard[Ita84], “recordemos que
Nicolas Oresme ya utilizaba exponentes fraccionarios, que
Chuquet utilizaba exponentes negativos y nulos”. Ademas, di-
ce, fueron numerosos los matematicos que establecieron la
estrecha relacion entre las series aritmética y geométrica, par-
ticularmente Chuquet y Stifel.

Sin embargo, fue Napier quien proporcioné al mismo tiem-
po una teoria sélida y un método practico del calculo de loga-
ritmos. Su idea de la construccidén de tablas de logaritmos era
la de crear tablas que permitieran multiplicar niimeros sin rea-
lizar realmente esa operacion, sino utilizando la suma (de los
logaritmos de los nimeros). Napier construye sus tablas de lo-
garitmos mediante la extraccion sucesiva de raices cuadradas
abreviadas y con comentarios sensatos. Sin embargo, la base
de los logaritmos utilizados por Napier distaba de ser simple.
Por alguna razon, dice Ian Stewart[Ste07], Napier escogié una
raz6n ligeramente menor que 1, a saber 0.9999999, De esa
manera, su sucesion geométrica iba recorriendo hacia atris
una serie de nimeros de los muy grandes a los mds pequefios.
De hecho, continda Stewart, “comenzé con 10,000,000 y en-
tonces multiplicéd por potencias sucesivas de 0.9999999. Si
escribimos Naplog(x) para el logaritmo de Napier de un va-
lor x, se tiene que

Naplog(10,000,000) =0

Naplog(9,999,999) =1

y se satisface la ecuacién

Naplog(10”xy) = Naplog(x) + Naplog(y)”.

Posteriormente Henry Briggs, un matemadtico britdnico,
tras visitar a Napier y con su aprobacién, desarrollé nuevas
tablas de logaritmos, haciendo que el logaritmo de la unidad
fuera cero y que el de 10 fuera 1 — es decir, los logaritmos
de base 10 —, y calcul6 los logaritmos vulgares o decimales
de los primeros 31,000 enteros, con una precision de hasta 14
decimales, relata Itard[Ita84].

4. El caso de los niimeros negativos.

En su muy bien documentado estudio sobre la evolucién
del concepto de nimero negativo, Georges Glaeser[Gla81]
relata el desarrollo epistemoldgico de ese concepto que, en
términos escolares actuales, pareciera muy simple. En sinte-
sis, dice “‘se necesitaron mas de 1,500 afios para que la “regla
de los signos” fuera considerada un lugar comun por los ma-
temadticos”. En su trabajo hace un estudio pormenorizado de
textos que van desde Diofanto hasta finales del siglo XX, en
los cuales se detectan algunos de los obstdculos epistemoldgi-
cos que se interpusieron en el camino de la comprension de
los nimeros negativos. Glaeser refiere las dificultades que con
esos nimeros experimentaron matematicos tan notables como
Euler o d’ Alembert, las cuales tienen eco, todavia, en las res-
puestas que estudiantes y docentes dan de viva voz[Par81] y
en algunos cuestionarios[Par85].

El mismo Glaeser dice que “la prictica clandestina del
célculo de los nimeros relativos precede en 1600 afios a su
comprensién”. En ese sentido Stewart [Ste07] y Neugebauer
[Neu69] datan el uso de niimeros negativos, por convenien-
cia para los célculos, al inicio del primer milenio (unos tres o
cuatro siglos antes de Diofanto); los matematicos chinos re-
solvian ecuaciones lineales ayuddndose de varillas de colores
dispuestas sobre una mesa; las varillas rojas eran utilizadas
para los términos que debian sumarse mientras que las varillas
negras se utilizaban para los términos que debian sustraerse.
Stewart aclara que la notacién rojo/negro no trataba precisa-
mente con nimeros negativos, sino sobre la operacién sustrac-
cion; sin embargo, pone las bases para el concepto de niime-
ros negativos, cheng fu shu, y que a partir de ahi los nimeros
negativos se representaban con una varilla puesta diagonal-
mente sobre las que significaban, dirfamos, el valor absoluto
del nimero.

En cuanto a Diofanto, Paul Ver Eecke[VES59] dice que una
caracteristica que imponia a sus proposiciones era la de so-
lamente reconocerles soluciones racionales, de donde resulta
que, cuando una ecuacioén da para la incégnita un valor irra-
cional o imaginario, declara que la solucién al problema es
“imposible”. Ademads, como la nocién del valor negativo en
si, es decir independiente de una cantidad positiva de donde
uno la resta, era extrafia a los matemadticos griegos, Diofan-
to tampoco admite las soluciones negativas y, entonces, ca-
da vez que las ecuaciones conducen a un valor negativo de
la incdgnita, declara que esas ecuaciones son “absurdas”. En
todos los casos en que Diofanto encuentra soluciones que re-
chaza, por imposibles o absurdas, utiliza un procedimiento de
falsa posicion y, en algunos casos, de doble falsa posicion para
regresar sobre sus pasos y considerar la génesis de los térmi-
nos de la ecuacién para la que no encuentra solucidn satisfac-
toria y modificar los coeficientes numéricos de esos términos,
adoptando determinaciones arbitrarias diferentes de las enun-
ciadas al inicio del proceso de resolucién que lo conduzcan
a soluciones positivas racionales. Por su parte, al discutir el
tratamiento que Diofanto da a las ecuaciones puras, las cuales
contienen solamente una potencia de la incdgnita, indepen-
dientemente del grado, Heath[Hea07] sefiala que “Diofanto
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solamente reconoce un valor de x que satisface la ecuacidn;
asi, si la potencia es par, él solamente da (como resultado) el
valor positivo, puesto que un valor negativo per se era una
cosa que él no concebia”.

Probablemente parezca una obviedad que para concebir un
ndmero negativo necesitamos concebir el cero no solamente
como simbolo para representar el valor posicional de un digito
en una escritura numérica sino como un ndmero susceptible
de operarse con los nimeros del sistema que ya utilizdbamos.

Alrededor del ano 500 DC, el astrénomo indio Aryabha-
ta se propuso desarrollar una manera concisa de almacenar
ndmeros grandes, dice Robert Kaplan en su maravilloso li-
bro The Nothing That Is. A Natural History of Zero [Kap99].
Su sistema utilizaba las nueve vocales del sdnscrito para las
posiciones de los nueve digitos posibles en un nimero. Pero,
sefala Kaplan, siendo astrénomo, Aryabhata necesitaba escri-
bir nimeros de mas de nueve posiciones decimales, lo que lo
llevé a duplicar su sistema a 18 posiciones sin que el cero es-
tuviera incluido en su sistema, aunque el mismo Aryabhata
explicara que “Las nueve vocales se emplean en dos nueves
de lugares” y empleara la palabra ‘kha’ para referirse al espa-
cio entre dos posiciones decimales; esa palabra seria una de
las mds comdnmente utilizadas, posteriormente, por los ma-
tematicos indios para referirse al cero.

Para el siglo VII DC, Brahmagupta tenia ya una concep-
cién del cero, al que se referia con palabras equivalentes a
‘espacio’ (kha) o ‘vacio’ y ponia un punto sobre los nimeros
que debian ser sustraidos. Hacia 1150 Bhaskara utilizaba pe-
quenos circulos, ademas de puntos, sobre los sustraendos. El
mismo Bhaskara, retomando algunas ideas de Brahmagupta,
estableci6é que “negativo tomado de cifra (cero) se convierte
en positivo; y afirmativo, se convierte en negativo; negativo,
menos cifra, es negativo; positivo es positivo; cifra, nada”. Sin
embargo, dice Glaeser, “las obras indias de la época no son
mds que colecciones de sentencias acompafiadas de un ejem-
plo de aplicacién numérica. Pero no se preocupan por explicar
ahi por qué “lo negativo multiplicado por lo negativo da afir-
mativo”. Es decir, el concepto de nimero negativo todavia no
existia.

Glaeser[Gla81b] refiere las dificultades que muchos de los
matematicos mds notables experimentaban ante la idea de in-
cluir las cantidades negativas en el sistema de nimeros. De
Simén Stevin (1540-1620) dice que, aunque manifiesta que
“no hay nimeros absurdos, irracionales, irregulares, inexpli-
cables o sordos (los encontrados a lo largo del desarrollo del
dlgebra que hoy llamamos superior, fundamentalmente), sino
que hay en ellos tal excelencia y concordancia que tenemos
materia para meditar noche y dia en su admirable perfeccién”,
el ndmero negativo aislado falta en su lista. No dice nada de
su derecho a la existencia a titulo de simbolo de cantidad.

Las raices “falsas” de una ecuacién serian evitadas por
matemdticos de la talla de Fermat y Descartes, por ejem-
plo, aunque comienzan a aparecer como resultados de calcu-
los cientificos a partir del siglo XVII. Pero las explicaciones
pedagogicas sobre los nimeros negativos se dan en términos
de resultados de una sustraccién, aumentos y disminuciones,

deudas y ganancias, etc.

La obra pedagégica de Euler (1707-1783), de quien nadie
pondria en duda su capacidad y talento matemaético, es reve-
ladora. En el Capitulo III de sus Elementos de Algebra [Eul]
argumenta a partir de la interpretacion de los negativos como
deudas, considerando que la multiplicacion de cantidades con
signo es conmutativa, y razona por eliminacién diciendo que,
habiendo considerado solamente nimeros positivos hasta ese
punto, no puede haber duda de que los productos que hemos
visto surgir son también positivos: +a por +b debe dar ne-
cesariamente +ab. Pero debemos examinar por separado qué
producirian las multiplicaciones de +a por —b, y de —a por
—b.

32. Comencemos por multiplicar —a por 3 o +3. Ahora
puesto que —a debe ser considerado como una deuda, es evi-
dente que si tomamos esa deuda tres veces, debe volverse tres
veces mas grande, y consecuentemente el producto requerido
es —3a. Asi, si multiplicamos —a por +b, obtenemos —ba,
0, lo que es lo mismo, —ab. De aqui concluimos, que si una
cantidad positiva se multiplica por una cantidad negativa, el
producto debe ser negativo; y la regla es que + por + hace + o
mds, y al contrario + por -, 0 - por + da -, 0 menos.

33. Queda por resolver el caso en que - se multiplica por
-; 0, por ejemplo, —a por —b. Es evidente, a primera vista,
mirando las letras, que el producto serd ab; pero es dudoso
si debe ponerse delante del producto el signo + o el signo -;
todo lo que sabemos es que debe ser uno u otro de esos signos.
Ahora digo que no puede ser el signo - porque —a por +b da
—ab, y —a por —b no puede producir el mismo resultado que
—a por +b; sino que debe producir el contrario, esto es, +ab;
consecuentemente, tenemos la siguiente regla: - multiplicado
por - produce +, en la misma manera que + multiplicado por
+.

Lo que esto significa es que incluso Euler no tenia una me-
jor justificacion de la regla de los signos. M4s atin, al decla-
rar que un nimero negativo se representa por una letra prece-
dida del signo - (es decir, —a seria siempre negativo), Euler
muestra dificultades para comprender la unificacién de la rec-
ta numérica.

Otro matematico ilustre, contempordneo de Euler, Jean
Le Rond d’Almbert (1717-1783) escribe para la Enciclo-
pedia (Encyclopédie, ou dictionnaire raisonné des sciences,
des arts et des métiers, el nombre completo de la obra, de
la que fue director junto con Diderot, fue publicada entre
1751 y 1772) un articulo titulado Négatif, que tal vez es
el texto mds revelador del pensamiento confuso sobre los
ndmeros negativos en la segunda mitad del siglo XVIII. Li-
sa Hefendehel-Hebeker[HH91] hace una buena recapitulacién
sobre los obstdculos en la concepcién de los niimeros negati-
vos, encontrados en éste y otros documentos, y sus efectos
sobre quienes pretendian adentrarse en el conocimiento de
estos entes fantdsticos — como en la notable experiencia de
Sthendal, descrita en su autobiografia — Aqui citamos algunos
de los razonamientos de d’Alembert, extraidos de su aticulo
Négatifs:

= Las cantidades negativas son lo contario de las positivas:
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donde termina lo positivo, lo negativo comienza.

= Decir que la cantidad negativa estd mas abajo de la nada,
es plantear una cosa que no se puede concebir.

= Se debe recalcar que las cantidades que se llaman ne-
gativas y que se ven falsamente como debajo del cero,
son muy a menudo representadas por cantidades reales,
como en la Geometria en donde las lineas negativas no
difieren de las positivas mas que por su situacién con res-
pecto de alguna linea con un punto comun.

= El signo — que se encuentra antes de una cantidad sirve
para enderezar y corregir un error que se ha hecho en la
hipétesis.

= No hay entonces, real y absolutamente, cantidad negativa
aislada: pero si digo que un hombre ha dado a otros 3
escudos, eso quiere decir, en lenguaje inteligible, que le
ha quitado 3 escudos.

La influencia del pensamiento sobre los nimeros negati-
vos, externados y publicados por matemadticos de la talla de
Euler y d’ Alembert, duraria todavia un siglo.

En 1815 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) fue admiti-
do como profesor de la Ecole Polytechnique donde propuso
cambios en la estructura de los cursos de andlisis matematico,
para el primer afio de estudios, y de mecénica para el segundo
afo. El Curso de analisis, como era costumbre, comenzaria
con una seccion sobre analisis algebraico. Esta seccion ini-
cial introdujo tres novedades, presentadas como unidades del
curso:

= “ Expresiones imaginarias ” , para ser enseflada antes de
que se introdujeran el teorema de DeMoivre y la expo-
nencial imaginaria;

= Relativa a la diferencia entre funciones continuas y fun-
ciones discontinuas; un tema que, aparentemente, estaba
totalmente descuidado en el programa tradicional;

= Referente a las normas que rigen la convergencia de se-
ries.

En 1821 publica su curso sobre andlisis estableciendo, en
los Preliminares[Bra09], sus concepciones sobre la natu-
raleza de los nimeros:

Siempre tomamos el significado de los nimeros en el
sentido que se usa en aritmética, donde los niimeros sur-
gen de la medida absoluta de las magnitudes, y solo apli-
caremos el término cantidades a cantidades reales posi-
tivas o negativas, es decir a nimeros precedidos por los
signos + 0 —.

Sin embargo, afiade que el signo de las cantidades es asi-
milado a un estado simbolizado por un adjetivo: magnitudes
que representan agrandamientos van representadas por niime-
ros precedidos del signo +, y las magnitudes que deben ser-
vir de disminuciones por niimeros precedidos del signo —.
A lo largo de dos péaginas utiliza esa metdfora para justificar

las propiedades aditivas de los nimeros negativos. Luego, sin
mds, deja de lado la metédfora para dar una forma dogmatica
de la multiplicacién, sin preocuparse por la comprensién de
las reglas:

En algebra, usamos letras para representar cantidades y
ndmeros. Puesto que es costumbre clasificar los nimeros a
como cantidades positivas, podemos denotar la cantidad po-
sitiva que tiene como valor numérico el nimero A por +A o
simplemente por A, mientras que la cantidad negativa opues-
ta se denota por —A. Asimismo, cuando la letra a representa
una cantidad, se acostumbra a considerar las dos expresiones
a 'y +a como sinénimos, y denotar por —a la cantidad que es
opuesta a +a. Estos comentarios bastan para establecer lo que
llamamos la regla de los signos

Enuncia asf un primer teorema en la Nota I, que en realidad
es el primero de los apéndices al final de su libro:

Teorema 4.1. El producto de dos signos similares es siempre
+, y el producto de dos signos opuestos es siempre -.

Las reticencias en las consideraciones de los nimeros con
signo se verdn reflejadas en el tratamiento de los nimeros
complejos que es uno de los temas introducidos en su cur-
s0. Cauchy comienza el desarrollo del Capitulo 7 de su libro
I, «“ Sobre las expresiones imaginarias y sus médulos ”, decla-
rando que

En andlisis, llamamos expresion simbolica o simbolo a to-
da combinacién de signos algebraicos que no significan nada
por si mismos o a los que atribuimos un valor diferente del que
naturalmente deberian tener. Asimismo, llamamos ecuaciones
simbdlicas a todas aquellas que, tomando las letras y las in-
terpretaciones segin las convenciones generalmente estable-
cidas, son inexactas o no tienen sentido, pero de las cuales po-
demos deducir resultados exactos modificando y alterando las
ecuaciones mismas o los simbolos que las componen, segiin
reglas fijas. El uso de expresiones simbdlicas o ecuaciones es
a menudo un medio para simplificar los calculos y de escri-
bir en forma abreviada resultados que parecen bastante com-
plicados. Entre esas expresiones simbdlicas o ecuaciones que
son de alguna importancia en el andlisis, conviene distinguir
sobre todo las que llamamos imaginarias. Vamos a mostrar
cémo podemos darles un buen uso.

Inmediatamente, procede a plantear las identidades trigo-
nométricas para el seno y el coseno de la suma de dos dngulos
y a considerar el producto de las expresiones

cos(a) ++/—1sin(a) y cos(b) 4+ v/—Lsin(b)

“Como si /—1 fuera una cantidad real cuyo cuadrado es
iguala- 1.

Los nimeros complejos hicieron su aparicién formal en
el Artis magnae, sive de regulis algebraicis (1545) de Car-
dano (1501-1576), en el proceso de resolver ecuaciones cibi-
cas[Car93]. Siglo y medio después, en 1702, Bernoulli inves-
tigaba el proceso de integracién aplicado a los reciprocos de
cuadréticas, lo cual no presentaba problema si, al aplicar el

10p. Cit. Pags. 138-139
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método de integracion por fracciones parciales, la cuadritica
en cuestion tenia raices reales. Pero ;y si no fuera el caso?
. Cémo puede integrarse el reciproco de x> + 1, por ejemplo?,
plantea Stewart[Ste07].

Bernoulli admitia una analogia entre los nimeros reales
y los complejos, asi como la existencia de los logaritmos de
los nimeros complejos, gracias a un principio de permanen-
cia establecido por Albert Girard (1595-1632) segtin el cual
las identidades obtenidas para los nimeros reales son también
vélidas cuando se trata de nimeros complejos. Esta confianza
en su existencia le habia permitido llegar a resultados tan no-
tables como el establecimiento de que Log(i) = 3 7i[Par82].

Sin embargo, estos célculos llevaban implicitos la creen-
cia en la existencia de una funcién univoca definida para todo
ndmero complejo z no nulo, y con las mismas propiedades de
la funcidén logaritmica de valor real. Pero en el desarrollo de
la integracién de fracciones racionales se deben de considerar
los logaritmos de nimeros reales negativos; mantener la uni-
vocidad de la funcién conduce a una serie de contradicciones
mayores.

5. Logaritmos de nimeros negativos.

La controversia provocada por las contradicciones en torno
de los logaritmos de nimeros negativos comienza entre el pro-
pio Bernoulli y Leibniz; el primero argumentaba que el va-
lor debia ser real, mientras que el segundo insistia en que era
complejo. A la discusién se suma Euler, quien muestra que, de
hecho, la funcién es multivaluada, y da valores explicitos que
resultan de los célculos; finalmente se incorpora d’ Alembert
y comienza una disputa con Euler sobre el tema.

En su discusién, partiendo del debate entre Bernoulli y
Leibniz, Euler dice que, lo que pasa es que ‘“se supone or-
dinariamente que a cada nimero solo corresponde un tinico
logaritmo y, por poco que se reflexione, se encontrara que to-
das las dificultades y contradicciones solamente subsisten en
tanto que se suponga que a cada nimero solamente corres-
ponde un tnico logaritmo” [Par82].

Stewart hace una sintesis de los cdlculos de Euler para
mostrar que la funcién logaritmo, cuando se aplica a canti-
dades negativas, es multivaluada [Ste07].

En su articulo “Logarithme” [Ale], en la Enciclopedia,
después de exponer la teoria conocida en ese momento so-
bre los logaritmos y las funciones de una variable real,
d’ Alembert concluye con este parrafo:

Nous terminerons celui-ci par une question qui a été fort
agitée entre MM. Léibnitz & Bernoulli. Les logarithmes des
quantités négatives sont-ils réels ou imaginaires? M. Léibnitz
tenoit pour le second, M. Bernoulli pour le premier. On peut
voir les lettres qu’ils s’écrivoient a ce sujet ; elles sont im-
primées dans le commercium epistolicum de ces deux grands
hommes, publié en 1745 a Lausanne. J’eus autrefois (en 1747
& 1748) une controverse par lettres avec le célebre M. Eu-
ler sur le méme sujet ; il soutenoit I’opinion de M. Léibnitz,
& moi celle de M. Bernoulli. Cette controverse a occasioné
un savant mémoire de M. Euler, imprimé dans le volume de

I’académie de Berlin pour I’année 1709. Depuis ce tems, M.
de Foncenex a traité la méme matiere dans le premier volu-
me des mémoires de ’académie de Turin, & se déclare pour
le sentiment de M. Euler qu’il appuie de nouvelles preuves.
J’ai composé sur ce sujet un écrit dans lequel je me décla-
re au contraire pour l'opinion de M. Bernoulli. Comme cet
écrit aura probablement vu le jour avant la publication du
présent article, je ne [’insererai point ici, & je me conten-
terai d’y renvoyer mes lecteurs, ainsi qu’aux écrits dont j’ai
parlé; ils y trouveront toutes les raisons qu’on peut appor-
ter pour & contre les logarithmes imagi- naires des quantités
négatives. Je me bornerai a dire ici, 1°. Que si on prend entre
deux nombres réels & positifs, par exemple 1 & 2, une mo-
yenne proportionnelle, cette moyenne pro- portionnelle sera
aussi-bien- 2 que + 2, & qu’ainsi le logarithme de- 2 & celui
de 2 seront le méme, savoir log. 2/2. 2°. Que si dans I’équa-
tiony = ¢* & le logarithmique (Voyez LOGARITHMIQUE &
EXPONENTIEL) on fait x = fracl2, on aura , & qu’ainsi le
logarithmique aura des ordonnées négatives & positives, en
tel nombre qu’on voudra a Uinfini ; d’ou il s’ensuit que les
logarithmes de ces ordonnées seront les mémes, c’est-a-dire
des quantités réelles. 3°. A ces raisons ajoutez celle qui se tire
de la quadrature de I’hyperbole entre ses asymptotes, que M.
Bernoulli a donnée le premier, & que j’ai fortifiée par de nou-
velles preuves ; ajoutez enfin beaucoup d’autres raisons que
I’on peut lire dans mon mémoire, ainsi que mes réponses.

En el fondo, d’ Alembert rechaza la idea de una funcion de
variable real multivaluada. Esta nocidn, apenas presentada por
Euler, representa una ruptura con la construccién matematica
de Leibniz y con los desarrollos de Bernoulli; al aceptarla,
ademads, hay que echar por tierra el famoso “principio de per-
manencia” de Girard.

En su argumentacién, d’ Alembert dice que “me parece que
M. Euler no responde de una manera satisfactoria a la obje-
ci6én sacada de que 2log(+a) = 2log(—a). Esta féormula sig-
nifica (o, si no, hay que renunciar a todas las denominaciones
analiticas) que el doble del logaritmo de +a es igual al doble
del logaritmo de —a, y no que la suma de dos logaritmos di-
ferentes de +a es igual a la suma de dos logaritmos diferentes
de —a”. A pesar de la claridad de Euler, d’ Alembert no renun-
cia a su sentimiento del caricter real y tinico de los logaritmos
de nimeros negativos y busca reafirmar sus sentimientos apo-
yando las ideas de Bernoulli.

Las dificultades que d’ Alembert muestra a lo largo de sus
desarrollos reposan en la necesidad de mantener principios
hasta entonces no contradichos, los que habian permitido el
desarrollo del calculo de variables reales hasta ese momento,
sobre los cuales se habfa construido también una buena parte
de la teoria de los nimeros complejos y cuya puesta en duda
significaba una verdadera ruptura.
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La pocion infinita

Dominador, opresor y poderoso. Asi era Zendn, el rey de
Eufros, una antigua civilizacién que se venia desarrollando
entre los rios Tigris y Eufrates. A pesar de ello, Zen6n sabia
perfectamente cémo ocultar su verdadera identidad para con-
seguir halagos por parte de todo el mundo.

- Es el ejemplo que hay que dar a nuestros descendientes -
proclamaba el presidente del Consejo de Ancianos en uno de
sus discursos.

- Es tan inteligente y optimista, seguramente hard de Eu-
fros la civilizacién mas importante de todas - comentaban los
comerciantes de la ciudad.

Pero un dia, Uruk, el hermano de Zendn, lleg6 a la ciudad
después de haber terminado su larga travesia de dos afios por
el Mediterrdneo. A medida que se iba acercando a la comu-
nidad, escuchaba cémo todos hablaban del rey de Eufros - no
tenfa ni idea de quién se trataba - y cuando llegé al centro de
la ciudad, quedo alucinado al observar una estatua de 5 metros
de alto que representaba a su hermano.

- jCon que este fullero logré el reinado de Eufros! — Ex-
clamo Uruk, sin disimular su hiel ante semejante noticia.

Y es que Uruk tal vez era el tinico ser viviente que conocia
a Zen6n en su totalidad; fue testigo de todas las estafas con
las que se lucraba en su juventud; era un tramposo que siem-
pre lograba lo que deseaba a punta de manipulacién, y como
siempre, sabia exactamente como debia actuar para limpiar su
nombre ante la sociedad. En definitiva, un impostor.

Sin embargo, habfa un secreto que nadie més que Uruk
sabia. Su hermano habia asesinado al antiguo rey de Eufros
para quedarse con el reinado en las préximas votaciones y asi,
formar la dictadura mds grande de todas las civilizaciones ve-
cinas. Zenén amenazé a Uruk con asesinarlo si esto salia a la
luz, por lo que Uruk decidi6 olvidarse de su hermano, olvidar-
se de Eufros - que qued6 a manos de los escribas y sacerdotes,
mientras se decidia el futuro de la civilizacién - y emprender
un largo viaje que terminaria trayéndolo de nuevo a la ciudad,
pues sus constantes insomnios a causa de la culpabilidad que
sentia por su cobardia de no haber revelado la verdad ante el
pueblo, no lo dejaban tranquilo noche tras noche.

- iTe vas a arrepentir de haber regresado a mi pueblo! —
pensé Zendn, quien acababa de enterarse del regreso de su
hermano a la ciudad.

Atemorizado e impaciente, emprendié una afanada
busqueda por encontrar al mejor hechicero del pueblo, con
el fin de comprarle la férmula de una pocion tal que, al darse-
la a Uruk, este muriera inmediatamente y con ello, conseguir
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que su secreto mueriera con él. Asi que convocé a todos los
hechiceros del pueblo al palacio ofreciendo una gran suma
de dinero para aquel que le convenciera de que tenia el mas
potente y efectivo veneno.

Después de una agotante jornada escuchando a cada uno
de los hechiceros que se iban acercando al palacio, entré Le-
xi, un hechicero reconocido por camuflarse en cuerpos ajenos
y confundir a los ciudadanos sobre su verdadera identidad.
El hechicero no tuvo que esforzarse mucho para convencer a
Zenon de que él era el mejor hechicero del pueblo y de que su
pocién no tendria fallo alguno, asi que procedieron a reunir-
se en las salas arcanas del palacio, en donde Lexi recibi6 las
bolsas de dinero prometidas por Zenén.

- Preparar la pocién requiere de mucha precaucién, una
gota mas o una gota menos que viertas en el recipiente, estro-
peard el veneno y ya no funcionard. Lo mds importante es el
peso final de la pocién, 1 gramo - dijo el hechicero.

- jPero yo soy un rey, no un cientifico, ni nada similar!
(Cémo pretende que yo haga eso? ;Acaso no podria usted
ayudarme a prepararla?

- No funcionaria. Yo soy hechicero, nuestras energias son
muy diferentes, y aunque parezca increible, este es uno de los
ingredientes mas importantes en el proceso. El veneno solo
servird si es preparado por la persona que lo va a utilizar.

Entonces el rey comenz6 a escuchar con atencion las pala-
bras del hechicero.

- La mitad de la pocién estard conformada por el sudor de
la palmera Sagu. Luego tomards varios lirios y los prensards,
de alli tomards tinicamente 0.25 gramos de ese liquido. Mien-
tras se mezclan ambas sustancias, raspards un haba de castor
hasta obtener una octava parte de todo el veneno.

- Espere! — grité el rey- (Y en donde se supone que hallaré
cada una esas plantas tan exéticas que usted estd mencionan-
do?

- No se preocupe, yo he cultivado cada una de estas plantas
por cientos de afios, solo tiene que ir a mi jardin y tomar las
que necesite, le respondié Lexi.

- Est4 bien, continde.

- E1 6.25 % de la pocién la compondran cristales de Schef-
flera. Aqui deberd percatarse de que los cristales que tome
sean de color violeta. Si toma cristales de otro color, hard que
la pocién no sea efectiva. Recuerde, todo depende de usted.
Finalmente, 1/32 gramos corresponderan al néctar de las flo-
res del Azafran Croco y la mitad del peso de este pertenecera
al néctar de las flores de la Kalanchoe. Todos los ingredien-



40

La pocion infinita - Leidy Catherinne Sanchez Ascanio

tes deben mezclarse muy bien y sabra que esté listo cuando la
mezcla se torne verdosa.

Una vez el hechicero terminé de dar las indicaciones, el
rey se dirigi6 directo al jardin para comenzar con su prepara-
cién. Siguid todas las indicaciones dadas por el hechicero, iba
pesando cada uno de los ingredientes para asegurar sus pro-
porciones y una vez terminada la pocién, la colocé encima de
la bascula gramera, pero, observé algo extraiio, el peso de la
pocién no era de un gramo, tal como se lo habia indicado el
hechicero, pues faltaban aproximadamente 0.015 gramos. En-
tonces Zenoén volvid a preparar la pocidn, asegurandose una
vez mds de seguir todas las indicaciones del hechicero, gra-
mo por gramo, gota por gota. Sin embargo, cuando volvié a
pesar la pocion, not6 que faltaban los mismos 0.015 gramos;
aun asi, Zenon, frustrado y algo airado, pensé que no seria tan
grave, pues era una cantidad demasiado insignificante como
para que arruinase su plan.

Y complacido el rey, combind su pocién con una aromatica
de hierbas finas, provenientes de las plantaciones mas exoti-
cas que se encontraban plantadas cerca al rio Tigris, y la razén
era que esta era la bebida que tanto le encantaba a su hermano
Uruk. Luego, contact6 a uno de sus amigos terratenientes pa-
ra que fuese €l quien le brindase esa bebida a Uruk, y asi po-
ner fin a su secreto mas preciado. Se escondié detras de unas
columnas de la plaza para observar de una vez por todas, el
momento en el que su hermano tomara la bebida y su cuerpo
se fuera consumiendo lentamente por el veneno de cada una
de las plantas que conformaron la pocién.

Se acerc6 el terrateniente a Uruk y después de una buena
charla, le ofreci6 la bebida, quien, al sentir el olor de las finas
hierbas, no dudé un segundo en tomar un sorbo. Zenén estaba
afanoso de ver a su hermano yacer muerto en el suelo de la
plaza, sin embargo, pasaron dos minutos y no habia sucedido
nada, su hermano lucia como si hubiese tomado un sorbo de
agua.

Furioso y colérico, se fue Zendn a su palacio e intentan-
do buscar una respuesta al porqué del fracaso de la pocidn, se
top6 con uno de sus amigos hechiceros que habia decidido re-
chazar y le conté exactamente todas las indicaciones que Lexi
le habfa dado, intentando encontrar una respuesta al fracaso
de la pocion.

- Para empezar, yo no conozco muy bien a Lexi, para mu-
chos hechiceros €l es nuevo aqui, pero amigo mio, creo que
usted ha sido timado - le dijo su amigo el hechicero.

- iDemonios! Eso es imposible, la estafa estd penalizada
en Eufros.

- Pues, sefor, estuve revisando la receta del veneno que
el hechicero Lexi le propuso y esas plantas solo se pueden
usar en unas proporciones exactas, si vas a utilizar otra planta
venenosa, su proporcién debe ser la mitad de la dltima que
utilizaste; creo que le falta una parte a la pocién.

- (A qué se refiere?

- Hay algo extrafio con las proporciones de los ingredientes
—le dijo el hechicero.

Y sacé su papiro para explicarle al rey.

- Si, Lexi le dijo que toda la pocién pesaria un gramo, ;no?

Entonces hagamos de cuenta que ese gramo esta representado
en este cuadrado de proporciones 1 cm x 1 cm — y dibujé el
siguiente cuadrado en el papiro

Tcm

- Asi, todos los ingredientes que tiene la pocidn estardn
contenidos en el cuadrado. Veamos, dice que la mitad de la
pocién estard conformada por el sudor de la palmera Sagu,
eso lo podriamos ver de la siguiente manera - y traz6 una dia-
gonal del cuadrado para representar esta proporcion:

1/2

- Ahora dice que los lirios representan 0.25, es decir % de
la pocidn — y pint6 esa cantidad asi:

1/4
1/2

- Sigamos; la octava parte es del haba de castor, es decir —
y volvié a trazar otra linea que ilustraria la proporcién de este
ingrediente:

1/8

1/4
1/2

El hechicero se qued6 pensando por unos minutos y conti-
nuo.

- No sé si ya se dio cuenta — le dijo el hechicero.

- Creo que si, pareciera que la cantidad del siguiente ingre-
diente es la mitad de la cantidad del ingrediente anterior.

- iNo lo pudo decir mejor! Note usted que la cantidad del
siguiente ingrediente, los cristales de Schefflera, corresponde
a la dieciseisava parte de la pocidn, es decir la mitad de la
cantidad del haba de castor. Y as{ sucesivamente.

- Bueno, pero sigo sin comprender cudl es la idea de este
patrén - respondid el rey

- Si sumamos todas las proporciones de los ingredientes —
y escribi6 en el papiro la suma que debia calcularse:
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- Esa suma es igual a 2731’ aproximadamente 0.98 gramos,
por esa razon fall6 el veneno. Si seguimos completando nues-
tro cuadrado con las proporciones, esto se verd asi — y el he-
chicero le mostré sus nuevos trazos:

1/32

/8 1/16

1/4
1/2

- ¢S1 logra visualizar que hay un espacio que no se ha lo-
grado rellenar? Eso representa esa aproximacion de los 0.015
gramos que le hacian falta cuando pesaba el veneno. No es
que usted hubiese seguido mal las indicaciones, es que no se
las dieron completas — continuaba explicando el hechicero

El rey no podia creer lo que estaba viendo, pero se le ocu-
rri6 una idea.

- Seguramente falta uno o dos ingredientes en la pocién
para completar lo que hace falta, y como ya descubrimos el
patrén, tal vez si terminamos la pocién con otras plantas ve-
nenosas que de pronto usted haya utilizado, podria servir el
veneno - propuso el rey Zendn.

- Amigo, lo siento, pero esa idea es totalmente absurda.
Puedo notar que usted no ha comprendido el patrén en su to-
talidad. La realidad es que nunca va a tener el veneno comple-
to porque le faltan infinitos ingredientes para lograr que pese
exactamente un gramo.

- jAbsurda es su idea de que faltan infinitos ingredientes!
— le respondié Zenén al hechicero.

- Volvamos a la suma de las proporciones — el hechicero le
mostré la suma que habia escrito en su papiro —, siempre va a
haber una nueva fraccién que se incorpora a la suma y no hay
forma de que se acabe, note que el denominador de la fraccién
es cada vez mayor, no tiene limite — y volvi6 a escribir sobre
el papiro

L1 R S S S N N Y
2 4 8 16 32 64 128 256

Contintdo hablando el hechicero.

- Lexi us6 una de las series geométricas mas perversas del
mundo de la hechiceria, para darle la pocién.

- (Perversas?

- Asi es, pues la Unica forma para obtener un gramo del
veneno es sumando una cantidad infinita de proporciones.

Zenon se encontraba anonadado. Esta es la primera vez que
algo le salia mal.

- Por cierto, sefior, nunca me comenté para qué necesitaba
ese veneno, ;a quién desea asesinar? - le pregunt6 el hechice-
r0.

- Eso no es de su incumbencia, no lo traje aqui para que me
venga a cuestionar - y despidi6 al hechicero apresuradamente,
temiendo de que pudiese sospechar sus verdaderas intencio-
nes.

(Pero en dénde podria estar Lexi?, se cuestionaba el frus-
trado rey mientras iba caminando a su palacio. Al parecer na-
die lo conocia, ;serd que se fue del pueblo?, ;por qué lo en-
gafi6 de esa manera? Y muchas otras preguntas rondaban en
la cabeza del rey.

La verdad es que Lexi atn seguia en el pueblo, sin embar-
g0, solia camuflarse en otros cuerpos y confundir al enemigo,
un hechizo que nadie pudo siquiera igualar. Y es que Lexi,
no era ningun hechicero, como hacia creer a los demads; era el
dios de la sabiduria, Thot, y desde que ayudo al hijo de Osiris
a reconstruir la mayor parte de su ojo, pieza a pieza - después
de haber batallado contra su tio Seth - Thot dedic6 el resto de
su vida salvar las vidas de aquellos que eran amenazados por
sus codiciosos y celosos familiares. En esta ocasion, iba en
busca de Uruk, a quien obligaria a salir del pueblo para nunca
mas volver.

FIN.

Leidy Catherinne Sdnchez Ascanio

leidyc.sancheza@konradlorenz.edu.co

Acerca del autor: Leidy es ingeniera industrial y ma-
temdtica. Es una amante de las novelas policiacas y del mundo
profesional del crimen; desde este afio se esta preparando para
ser boxeadora profesional, donde espera hacer su debut antes
de que finalice el afio.
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CONCURSO PARA ESTUDIANTES DE COLEGIO

Un recorrido 6ptimo por el centro de Bogota

Una turista visita Bogoté con el objetivo de conocer el cen-
tro de la ciudad. Después de leer en internet sobre la ciudad,
cred la siguiente lista de lugares que queria conocer, e incluy6
el tiempo que deseaba permanecer en cada uno:

= [a Plaza de Bolivar (45 minutos).

El Museo del Oro (6 horas).

La terraza de la Torre Colpatria (30 minutos).
La plaza de la Perseverancia (2 horas).

La exposicién del Museo Botero (6 horas).
La Biblioteca Luis Angel Arango (7 horas).

El cerro de Monserrate (5 horas).

El Museo Nacional (6 horas).

El Museo de Arte Moderno (150 minutos).

La turista se hospedard en el Hotel Tequendama, ubicado
en la Carrera 10 # 26-21. Estando ahi, planea iniciar su reco-
rrido a los lugares de interés a las 8:00 a.m. Después, almor-
zara todos los dias entre las 12:00 y la 1:00 p.m., continuara
su recorrido y regresara al hotel maximo a las 5:00 p.m. Dado
que la turista realizara todos los recorridos caminando, consi-
deraremos que se desplazard a una velocidad constante de 4.5
km/hora.

Con el objetivo de conocer todos lugares en el menor tiem-
po posible, ;qué lugares deberd conocer cada dia y en qué
orden?

Para resolver el problema tenga en cuenta la siguiente in-
formacion:

* El objetivo consiste en disefiar un cronograma detallado
que minimice lo més posible el tiempo que la turista estd por
fuera del hotel.

* Para los recorridos podré utilizar cualquier camino en-
tre la carrera décima (sobre la que estd ubicado el hotel) y la
carrera segunda este (sobre la que estd ubicada la entrada al
cerro de Monserrate), asi como entre las calles 31 (sobre la
que esta ubicada la Plaza de la Perseverancia) y la calle 11
(sobre la que estd ubicada el inicio de la Plaza de Bolivar).
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* Utilice la aplicacién Google Maps para disefiar el mapa
que la turista utilizara.

* No se deben considerar tiempos de desplazamiento pa-
ra almorzar ni buscar restaurantes, ya que la turista almorzara
siempre en alguna de las atracciones turisticas. Almorzar se
puede hacer antes, durante o después de una visita. En cual-
quier caso, esa hora de almuerzo no se debe incluir como el
tiempo de visita a un sitio.

* La turista puede regresar al hotel en cualquier momento
del dia, pero nunca después de las 5 pm. Por eso, el cronogra-
ma detallado de su visita debe también considerar los tiempos
que toman los desplazamientos.

* Los tiempos de cada desplazamiento se deben redondear
hacia abajo. Por ejemplo, si ir del punto A al punto B toma 3
minutos y 45 segundos, entonces se considera que el tiempo
del desplazamiento es de 3 minutos.

 Cada lugar debe visitarse en un solo dia y de manera con-
tinua. Por ejemplo, si la visita al sitio A es de 5 horas, la turista
no puede pasar 3 horas un dia y luego 2 horas otro dfa. El al-
muerzo, sin embargo, puede interrumpir la visita y es el tinico
caso en el cual la visita a un sitio no es continua.

Bases del Concurso:

Elegibilidad:

Estudiantes menores de 18 afios, de cualquier nacionalidad
y pertenecientes a un colegio colombiano.

Duracion:

El concurso finaliza un afio después de la publicacién del
Paskin que presenta el problema, o hasta que haya una perso-
na ganadora.

Documento Solucion:

La solucién debe presentarse de manera individual en un
documento formal, escrito en espafiol, en el que se explique
de manera detallada la solucién al problema planteado.

La primera pagina del documento debe contener por lo me-
nos los siguientes seis elementos:
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(1) EI nombre completo de la persona participante.

(2) El curso de la persona participante.

(3) La edad de la persona participante.

(4) El nombre completo del colegio de la persona.

(5) Municipio o ciudad de residencia.

(6) Teléfono y correo electrénico de contacto.

El cuerpo del documento, que sigue a esta primera pagina,
puede tener cualquier extension para informar sobre la solu-
cion.

Los y las participantes pueden usar libros, blogs, compu-
tadores, internet, programas computacionales, pero no pue-
den consultar o interactuar con ninguna otra persona durante
la solucién. Ninguna contribucién puede ser hecha por otra
persona que no sea la persona que envia la solucién.

Aunque los problemas estardn destinados a un andlisis
tedrico, los participantes pueden realizar experimentos rele-
vantes y presentar los datos resultantes en su trabajo si lo de-
sean.

En caso de que se utilicen, cada solucién debe incluir una
lista de todas las referencias.

Las soluciones pueden usar algoritmos y herramientas
computacionales existentes (que incluyen no solo herramien-
tas disponibles gratuitamente, sino también herramientas den-
tro de sistemas como Matlab o Mathematica), siempre que
se mencionen y citen correctamente y los métodos se expli-
quen claramente en la solucién del problema. Cualquier cédi-
go de programacion, si se escribi6é uno, debe incluirse como
un apéndice de la solucién. Sin embargo, todos los algoritmos,
métodos y resultados deben explicarse en el texto principal del
documento para recibir consideracion durante la evaluacion.

Las soluciones enviadas pueden incluir ecuaciones, gréfi-
cos, figuras y tablas. Cada solucién debe incluir como mini-
mo:

(1) Una corta introduccién del problema, tal como lo inter-
preto la persona participante.

(2) Una explicacion de todas las suposiciones y aproxima-
ciones realizadas.

(3) Justificacién de todo el trabajo realizado.

(4) Una breve discusion de las fortalezas y debilidades del
enfoque adoptado.

Envio de la solucion:

Las soluciones pueden enviarse como archivos .pdf, .odf,
.doc o docx. Cada participante debe enviar su solucién por
correo electrénico a paskin@konradlorenz.edu.co y los docu-
mentos deben recibirse antes de que finalice el concurso. Si
la solucién no se recibe por correo electrénico durante la du-
racion del concurso, la solucion no sera considerada. El do-
cumento completo debe incluirse como un archivo adjunto al
correo electrénico. No envie un enlace al documento en un
servicio en la nube como Google Docs, Dropbox, etc. Una
vez recibida la solucién se le notificard la recepcion en un pla-
zo menor a cinco dias héabiles. Si Ud. no recibe confirmacion,
comuniquese con el editor de la revista.

Resultados:

Toda solucion recibida se ird evaluando en orden de llega-
da hasta la finalizacién del concurso. Cuando una solucién sea
correcta, la o el participante serd invitada o invitado a exponer
y justificar de manera verbal su solucién de manera remota
sincrénica utilizando alguna plataforma virtual como Teams,
Zoom o Google Meets.

Premiacion:

- La primera solucién correcta serd publicada en una si-
guiente edicidn del Paskin. Serd una versién simplificada de
la solucidn realizada en colaboracidn con el comité editorial,
que incluird una corta resefia de la persona ganadora.

- Certificado. Cada persona que participe y presente una
solucidn correcta recibird un certificado. El certificado se en-
viard por correo electrénico a la direccién utilizada para el
envio de la solucién. Espere varias semanas después de enviar
su solucién para recibir su certificado.

- La persona que envié la primera solucién correcta recibira
un bono virtual de regalo por un valor de 500.000 COP (qui-
nientos mil pesos colombianos.). La persona ganadora pue-
de escoger el establecimiento comercial que desee, siempre y
cuando ofrezca bonos electrénicos y el comité editorial pueda
adquirirlos.



Politica Editorial

El Paskin Matematico es una produccion del Programa de
Matematicas de la Fundacién Universitaria Konrad Lorenz. Esta
abierto a todos y todas. Si tienes interés en escribir un articulo con
cualquier tipo de contenido matematico, resenar a un personaje,
comentar un problema o tienes comentarios sobre nuestra
publicacién, envia un mensaje a paskin@konradlorenz.edu.co

El Programa de Matematicas de la Fundacion Universitaria Konrad
Lorenz fue creado en 1998. Conoce mas acerca de nuestro programa
en nuestra pagina institucional

https://www.konradlorenz.edu.co/programas/matematicas/
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